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Des différences et des séries. 

Du calcul direct des différences. 

373. Dans le Calcul différentiel, on n'a fait varier les fonc- 
tions que pour. considérer la forme des termes de leur déve- 
loppement, ou les limites des rapports de leurs accroissements 
à ceux des variables dont elles dépendent, mais sans avoir 
aucun égard aux valeurs de ces accroissements. Celte recherche 
ne portait que sur de nouvelles fonctions dérivées de la pre- 
mière, et non pas sur les valeurs numériques de ses accrois- 
sements; mais l'examen de ces valeurs a montré que, dans un 
grand nombre da cas, elles suivent des lois plus simples que 
celle de la fonction elle-même, ou au moins qu'elles forment 
souvent des suites décroissantes qui se prêtent plus aisément 

Lacroix, Cale, diff., II. I 
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aux approximations, el auxquelles par conséquent il peut être 
utile de ramener les quantités primitives. C'est sous ce point 
de vue qu'on s'est d'abord occupé du Calcul aux différences 
proprement dit. 

On lui a donné le nom de Calcul aux différences finies, 
pour le distinguer du Calcul aux différences infiniment petites; 
mais la dénomination de Calcul différentiel, exclusivement 
affectée à ce dernier, et motivée comme on l'a vu (5), prévenant 
toute équivoque, il n'est pas nécessaire d'ajouter l'épithèie 
finies aux différences, qui ne sauraient être confondues avec 
les différentielles. 

Le but du Calcul direct aux différences est donc de déter- 
miner les accroissements en eux-mêmes, en les déduisant, non- 
seulement de l'expression analytique des fonctions, mais aussi 
de leurs valeurs numériques ou particulières, lorsque l'expres- 
sion analytique manque ou serait trop compliquée. 

374. En examinant la marche des séries formées par les 
carrés et les cubes des termes de la suite naturelle des nom- 
bres, on tombe déjà sur des propriétés remarquables et utiles 
des différences, ainsi que le montrera l'explication des tableaux 
ci-dessous. 



CARRÉS. 

i 


DIFFÉRENCE l""^. 


DIFFÉRENCE 2*. 




I 

4 


3 






9 


5 


?. 




i6 


7 


2 




25 


9 


2 




36 


1 1 


2 




49 


i3 


2 




etc. 


etc. 


etc. 
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1 

CUBES. 


DIFFÉRENCE l""*". 


DIFFÉRENCE 2®. 


DIFFÉRENCE 3^. 


I 

8 


7 






27 


'9 


12 




64 


37 


18 


G 


19.5 


61 


24 


6 


216 


9' 


3o 


6 


343 


127 


36 


G 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



Je n'ai point fait entrer dans ces tableaux la suite naturelle 
des nombres 1,2, 3, 4, etc., parce que la différence de l'un à 
l'autre est toujours égale à l'unité. 

A côté des carrés, le premier tableau contient, dans une 
seconde colonne, la différence entre chacun de ceux-ci et 
celui qui le précède; puis dans une troisième colonne, la dif- 
férence entre chacun des nombres de la seconde et celui qui 
le précède. Ces dernières sont nommées différences secondes, 
comme étant les différences des différences premières. 

Celles-ci, formant une progression par différences, présen- 
tent déjà une loi plus simple que les nombres de la première 
colonne; et les autres, étant constantes, offrent encore une 
nouvelle simplification. Une conséquence assez importante de 
l'enchaînement de ces différences, c'est qu'on peut, au moyen 
des seuls nombres 1, 3, 2, placés respectivement à la tête des 
trois colonnes du tableau, former, par de simples additions, la 
colonne des carrés; car en ajoutant 2 a 3, on aura 5, puis 2 
à 5, on aura 7, et l'on formera ainsi la seconde colonne; ajou- 
tant ensuite 3 avec i, on aura 4; 5 avec 4, on aura g, et ainsi 
des autres carrés. 

La première colonne du second tableau contient les cubes; 
la deuxième, leurs différences premières; la troisième, leurs 
différences secondes, qui ne forment plus qu'une progression 

I. 



4 DES DIFFÉRENCES 

par différences; el enfin, dans la quatrième colonne, les diffé- 
rences des différences secondes, ou les différences troisièmes, 
qui sont constantes. 

Ici, au moyen des quatre nombres 'i, 7, 12 et 6 placés res- 
pectivement en tête des diverses colonnes du tableau, on 
pourra former toutes ces colonnes, en commençant par celle 
de la droite, et en ajoutant chacun des nombres d'une même 
colonne avec celui qui se trouve sur une ligne plus haut, dans 
la colonne à gauche. 

Cette règle, qui n'est encore établie que sur une simple in- 
duction, et pour deux séries de nombres seulement, sera 
bientôt démontrée el étendue à un nombre infini de fonctions, 
pour lesquelles on obtient ainsi des déterminations rigou- 
reuses. 

D'un autre côté, que dans une table de logarithmes on 
prenne les différences premières entre ceux des nombres con- 
sécutifs, elles auront une marche fort inégale, si l'on opère 
dans le commencement de la table, où la fonction varie beau- 
coup; mais en passant aux différences secondes, troisièmes, etc., 
on en trouvera qui deviendront fort petites, et finiront par res- 
ter les mêmes dans un intervalle plus ou moins grand. Les 
logarithmes suivront donc sensiblement, pendant cet inter- 
valle, Une loi analogue à celle que nous avons fait remarquer 
ci-dessus, par rapport aux carrés et aux cubes, et dont on 
peut faire usage pour simplifier la construction de cette table. 

375. Quand on a vu le parti qu'on peut tirer de la considéra- 
tion des différences successives, poussées jusqu'à l'ordre où 
elles sont constantes, soit rigoureusement, soit à très-peu 
près, il paraît tout simple de chercher l'expression générale de 
leurs relations. Pour cela, soit 

Uj Ml, U,, U3,. . . , u„ 

r.ne série de valeurs consécutives que reçoit une quantité, en 
vertu des variations qu'elle éprouve par elle-même, ou par 
l'effet de celles qui arrivent à une autre dont elle dépend; les 
chiffres inférieurs sont ici des indices qui font connaître le 
rang qu'occupe chaque valeur dans la série, en marquant le 
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nombre de celles qui la précèdent, en sorte que la première, 
u, est censée répondre à l'indice o. On fait ensuite 



M, — u 


= Ml, 


112 — //, 


^Am,, 


«3 «2 


= A H,, 



en se servant de la caractéristique A, pour indiquer l'opération 
de prendre la différence entre deux valeurs consécutives d'une 
même quantité. 

Lorsque celte quantité varie par des degrés égaux, les diffé- 
rences Aw, Am,, amj, etc., sont toutes égales ; mais si le con- 
traire a lieu, on fait, par analogie, 

(' AUi An =zàAn :=y-ii, 

A Un lu, = AAllt =zA'i(,, 



(3) 



A u„ — A ii„_, — AA;/„_, = A=K„_,, 

A2«, — A'u = AA2 u = A^u, 
AUl> — A=?^ =i:AA2«, =A'w,, 



l AUf,, — A'?o,_, = AA^Z/„_, = A' ;/„_,. 

En poursuivant de cette manière, on tire des valeurs m, u,, 
U:,. . .,11,,, une suite de différences dont le nombre des ordres 
est au plus égal à celui de ces valeurs, diminué de l'unité. 

376. Il est visible que, suivant la notation ci-dessus, la diffé- 
rence d'une expression quelconque s'indiquera en plaçant de- 
vant chacun de ses termes la caractéristique A, en sorte que 

A(« H- (^ — «') = «, + c, — w, — [u-T- V — w] = AM + Af — A Cl', 

de même que 

d(?« + c — (v) = d?«+df — dcv (10). 

On a aussi 

A[au] ou A.au=^ a[Ui — u] = alu, 

de même que d.ait = adu (11); et les constantes isolées des 
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variables disparaissent quand on prend la différence d'une 
fonction (7). 

377. Au moyen de ces règles et des équations (i), on obtient 
pour les valeurs a,, ih, u^,. . .,Un, des expressions qui ne dé- 
pendent que de la valeur primordiale u et de ses différences 
Au, Au, etc.; car, puisque 

&Ui = A[u-\- \u] = A ?< -f- A' ?< , 
il en résulte 

«2 = Ml -h A ;^, = u -+- Au-h a[u -h àu) = U-+-2àU -h à-u, 

et de même 

U3 = ^^2 -h A Uj 

= U -h '?.^u -i- A^U ~{- Al u -i- lAu-\- A''u) 
=: U-Jr-3AU-h^\^U-+-A^U. 

La forme de ces expressions, dont les coefficients numériques 
sont les mêmes que ceux du carré et du cube du binôme, 
conduit par analogie à 

Ji nin — I ) „ n[n — i ) f /i — 2 ) 
^^„ == M + - A ;< + -i 1 AHi 4- ^ '-^ ' A' u -}- etc.; 

I 1.2 1.2.3 

ce qu'on peut vérifier aisément au moyen de l'équation 

dont le développement montre que la loi ayant lieu pour l'or- 
dre n, a nécessairement lieu pour l'ordre n-{- i. 

378. On peut aussi exprimer immédiatement la différence 
d'un ordre quelconque par les termes de la série primitive, qui 
ont concouru à former cette différence. 

Ayant d'abord 

Au = Ui — u et A'« = Am, — Au, 
on observera que Aw, doit être composé avec z/, et Wj, comme 
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àu l'est avec u et u,, c'est-à-dire qu'il suffit d'augmenter de 
l'unité les indices, pour passera a 11,^=11. — u^, et l'on ob- 
tiendra 

^^U = Ui — u^ — [u, — u) 

= Uï — 2;<,H- u ; 

puis augmentant de l'unité les indices, dans ce dernier résultai 
pour former A' u^ , il viendra 

à}u = A=i<, l-U = Ui — 2«o -f- », — {l(, — 2«, -f- n] 

:= 1(3 3lt. -\- '6 Ut — u, 

et par analogie 

A" n = u„ w„_, H ^ i(„_, '-^ ?<„_3 + etc. , 

I 1.2 1.2.3 

loi qui se vérifierait par le développement de l'équation 

A"+'H=:iA"Ui A"U. 

Ce résultat et le précédent reviennent à 

?/„=(l-i-A«)", A" H = [11 — 1)", 

pourvu que l'on change dans le développement de l'un, les 
exposants des puissances de Au en exposants de la caractéris- 
tique A, et dans celui de l'autre, les exposants de u en indices ; 
on peut même poser tout de suite 

U„= [l -h a)" u, 

et il n'y aura rien à changer dans le développement. 

Pour tirer de [i-h^u]" le développement que cette expres- 
sion représente, il faut considérer que, dans l'ordre des 
puissances i = a m", et en passant l'exposant o à la caractéris- 
tique A, on aura \°u = u. 

379. Lorsqu'une fonction est donnée , rien n'est plus facile 
que d'en obtenir les différences successives ; je prendrai pour 
exemple la fonction x'". En faisant u = x'", et supposant que se 
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augmente de la quantité //, on aura Ui=^ (^ -f- A)", et par con- 
séquent 

, , , m (m — » 

^u= (x-h hr — x"' = mx'"-' h -i ^ ^ x'"-' h' 



I .2 



1.2.3 



A' H- etc. 



Pour passer aux différences ultérieures A'm, a'«, etc., il 
faut faire varier x de nouveau, ce qui présente deux hypo- 
thèses. L'une consiste à supposer que la quantité x prenne 
toujours des accroissements égaux, et l'autre que ces accrois- 
sements soient eux-mêmes variables : je ne m'occuperai ici 
que de la première. En substituant x-\- h au lieu de x dans a u, 
on aura 

/ # ^ , m ( m — T ) , , , , 

A«, = m(x-h/i]"'-'/i-\ fx-h/i """'A^H-etc. 

^ ' 1.2^ 

Il est visible que si l'on développe l'expression de A«,, et que 
l'on en retranche celle de A«, le résultat ordonné par rapport 
aux puissances de A sera de la forme 

A^ Il = m [ m — I ) X'"-* A- -H M3 x-"-^ li^ -h M4 x"'-* A* -f- etc . , 

M3, M,, etc., désignant des coefficients dépendants de l'expo- 
sant m. 

Par une nouvelle substitution de x-^h dans celte der- 
nière équation, on parviendrait à A^a,, et en observant que 
ii=i<=zzA'M, — A-i<, on obtiendrait 

^~u= m[m — « ) ( '" — ^ ) ■^"' ' ^'^ "•" ^ï'< ■^'"~' ^^* -►- etc . 

La loi des premiers termes de chacun de ces développements 
est évidente, et l'on voit que l'expression de A" a doit com- 
mencer par 

m[m — I ) [m — 2 ) . . . .[m — n H- i ) x"'~" A". 

On voit aussi que, quand l'exposant m est entier et positif, 
le nombre des termes du développement de A"m, ordonné sui- 
vant les puissances de x, diminue de l'uniié lorsque n aug- 
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menle de celte quantité, et que quand ;i= m, il vient 
à"'it^^ ni[ni — 1 ) [m — 2 ) . . . i . h'". 

Cette différence étant constante, il s'ensuit que celles des 
ordres supérieurs sont nulles. 

On parvient facilement au terme général de à"u en formant 
l'expression de cette différence par le moyen des valeurs de it, 
u,,u2, «3, etc., sanspasser par celles de A;<, A^u, à^ u, etc. (378). 
II est évident que dans l'hypothèse présente les valeurs 

M,, «,, «3, ■ • -, l'n 

répondent à 

x-^ h, x-hih, X -\-Zli,. . ., X -h nhf 
et l'on a par conséquent 

i(, = [x -h h)'", ii-, = [x-{-'j.li]"' ,. . . , u„^ [x -h nh]'" ; 
on tirera de là 

A"u = (^-h «/;)"' '■ [x-+-[n — i) A]'" 

Il in l] r , ^ 1 1 



I .2 

nin — i) [n 



2.3 



[x ->r[n — Sj/i]"" -f- etc. 



Si l'on désigne par i l'exposant de li dans le terme général du 
développement de l'équation ci-dessus, l'expression de ce 
terme sera 

m [m — \] [m — 2 ] . . . [m. — ? -i- i ) . , 

— — ^^ A x"'-' A' 

1.2.0. . . l 

[n , , nin — i ) , , . ~I 

n^_-[n-i\ + — ^-^(« — 2)'- etc. J 5 

mais comme on vient de voir que le développement de a" «ne 
pouvait contenir des puissances de h dont l'exposant fût 
moindre que n, il s'ensuit que la fonction 



- 2)' — etc., 
composée de n-\-i termes, est nulle tant que i<^n. D'un 
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autre côté, le coefficient 

m [m — I ) ( m — 2 ) . . . [ni — « -t- i ) 
1.2.3... i 

s'évanouissant lorsque /= m 4-1, il en résulte que la plus 
haute puissance de h, dans le développement de à"u, ne peut 
être que h'". 

380. D'après la propriété du monôme x"", toute fonction ra- 
tionnelle et entière de :r a toujours des différences constantes, 
savoir, celles dont l'ordre est marqué par l'exposant de la plus 
haute puissance de x, qui soit dans la fonction proposée. En 
effet, celle fonction étant de la forme Ax'-^- 4- Bx" -h Cx'^ -+■ etc., 
on aura 

A" ( A x''- -f- B x^ + C x'^ + etc. ) 
= AA« . x'^-hB^'-.x^' -f- CA".x/ -h etc. (*) (376); 

et si a désigne le plus haut exposant dex, il viendra, pour le 
cas où n = X, 

A'^.x''^ i.?....«/i"j y^-.x^ = o, A='..r''^ = o, etc., 
€n sorte que 

A'-' (A^"- -t-B^^ + C^'''+etc.l= 1.2.3. . .aA/t«. 

381. C'est surtout par rapport aux fonctions transcendantes, 
dont le calcul approximatif est laborieux, que l'on gagne beau- 
coup à se servir des différences, ainsi que le fera voir l'exem- 
ple suivant, tiré des logarithmes. 

Soit M = la:; on aura 

«, =:1(^ -|-/t) =:l^-î-l ( I -i- - ) 

= 1^4-M ^+0—3 — etc. 29 , 

\ X 2.x' ÔX^ ) 

d'où l'on tirera i<2, «3> etc., en mettant ih, 3 A, etc., au lieu 

C) Il ne faut pas confondre A"* j:*'- avec A"x=^; car la première de ces ex- 
pressions est la différence de l'ordre n de la fonction j:^, tandis que 
A"x«= (a"x)='-. 
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de II, ei les formules du n° 378 donneront 

-_ , /i I h' I h' 

An =z M 1 ; + ô — , — etc. 

X 1 x^ 6 x^ 

etc. 



A^?< = - 




A'w = 


M (^ _^3 etc 


etc. 





On poussera ces suites, suivant la grandeur du nombre x, 
jusqu'à ce que la dernière différence soit assez petite pour 
être négligée sans erreur sensible. 

Si l'on avait, par exemple, ^ = loooo, et /«{= i, on trouve- 
rait pour les logarithmes ordinaires, 

Au = o,oooo4 34272 76863, 

A^U z=i: — 0,00000 00043 4^076, 

A^u= 0,00000 00000 00868; 

et il est évident que si l'on ne voulait avoir les derniers résul- 
tats qu'avec dix chiffres seulement,, on pourrait, sans craindre 
d'erreur sensible, négliger longtemps les différences du qua- 
trième ordre; car il faudrait qu'elles fussent répétées un grand 
nombre de fois, pour influer sur la différence troisième : on 
formerait donc successivement, suivant la règle du n° 374, les 
colonnes des différences troisièmes, secondes, premières, el 
enfin les logarithmes des nombres 

loooi , 10002, iooo3, etc., 

en partant de celui de loooo, qui est égal à 

4,00000 00000 00000. 

Il faudrait faire le calcul avec i5 décimales, afin de reconnaître 
quand l'accumulation des quantités négligées pourrait com- 
mencer à influer sur le dernier chiffre qu'on se propose de 
conserver, ce dont on s'assure au moyen de quelques loga- 
rithmes calculés rigoureusement à des intervalles éloignés; car 
lorsque, par la suite des additions successives, on parvient à 
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ces logarithmes, il faut que la méthode des différences les 
donne tels qu'ils ont été déduits à priori, au moins dans les 
dix premiers chiffres, si c'est à ce nombre que l'on veut s'ar- 
rêter. Lorsque le dernier de ces chiffres cesserait d'être exact, 
ce qui n'aurait pas encore lieu pour le nombre looSo, on cal- 
culerait de nouveau à priori les différences Ak, A^m, A^w, et 
l'on se servirait des nouvelles valeurs comme des précédentes, 
pour obtenir les logarithmes des nombres entiers qui suivent 
celui auquel on a dû s'arrêter. 

Application du calcul des différences à l'interpolation des suites. 

382. L'un des principaux usages du calcul des différences a 
pour objet V interpolation des suites, opération qui consiste à 
insérer entre les termes d'une suite, de nouveaux termes assu- 
jettis à la même loi que les premiers. Pour cela on regarde les 
différents termes de cette suite comme des valeurs particu- 
lières que reçoit la fonction qui exprime le terme général, 
lorsqu'on assigne également des valeurs particulières à la va- 
riable d'où dépend ce terme, et qui dépend elle-même du rang 
qu'il occupe dans la suite proposée. Quand l'expression de ce 
terme est donnée, on en tire autant de valeurs qu'on veut; 
mais il n'en est pas ainsi lorsqu'on ne connaît qu'un certain 
nombre des premiers termes de la suite, ce qui est le cas ordi- 
naire auquel on applique l'interpolation. 

11 faudrait alors déduire l'expression analytique d'une fonc- 
tion, de celle d'un nombre limité de valeurs numériques, ce 
qui ne se peut quand la forme de la fonction est inconnue ; car 
on doit observer que ce problème revient à former l'équation 
d'une courbe passant par les points dont les valeurs de la va- 
riable indépendante représentent les abscisses, et celles de la 
fonction, les ordonnées, et qu'en quelque nombre que soient 
ces points, ils ne sauraient particulariser la courbe, si elle n'est 
pas donnée d'espèce. [Trig., 168.) Mais comme on ne cherche 
à interpoler une suite que dans des espaces très-resserrés. 
on conçoit que l'expression de son terme général est dévelop- 
pée suivant les puissances ascendantes do sa variable, et qvi'il 
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est permis de se borner à un petit nombre des premières puis- 
sances de cette variable; par ce moyen, la forme de la fonc- 
tion, qui est alors rationnelle, se trouve déterminée. 
Ainsi, sachant qu'aux valeurs 

d'une variable quelconque x' , répondent les valeurs 

II, II,, ih, u^, etc., 

d'une fonction u' de cette variable, on suppose que l'on ait en 
général 

?<' = a -+- pa:' -^'/x'- -ir§x'^-\- etc. , 

et l'on détermine les coefficients a, p, y, etc., par la condi- 
tion que z^' devienne successivement u, «,, u^, etc., lorsqu'on 
change x' en x, Xi, x,y etc. 

Cette détermination présente deux cas : le premier, dans 
lequel les valeurs x, x^, x^i x^, etc. sont équidifférentes, se 
résout immédiatement par l'expression de «„ du n° 377. 

En effet, soient m -+- i nombres donnés, et qu'on en prenne 
les différences relatives au premier terme, la formule rappelée 
deviendra 

1 1.2 i .1. . .m 

et si l'on y fait successivement 

/i z= o , «= I , /i = 2 , . . . , n = n7 , 

elle donnera les nombres 

u, u,, iij,..., lu: 

on peut donc la regarder comme une équation qui lie ces nom- 
bres avec l'indice du rang qu'ils occupent, ?i désignant alors 
une variable indéterminée. 

11 est visible de plus que le second membre, étant développé 
et ordonné suivant les puissances de ji, prendra la forme 

'JL -\- pn-hy /i -h . . . -t- V n'" , 

où a, p, 7,. . ., jA sont des nombres donnés, et semblable à 
celle qui a été posée ci-dessus en x'. 
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Faisons mainlenanl 

uz^{[x), ^f| = f (^-T- A), . . . , «„= f(x + /i//), 
puis X -+- nh = x' , et nh = x' — x = h' ; et il en résultera 

h' 

et 

// h'[h'—h) , h'{h'—h){h'--ilv 

Il II. 111 li.oli.ili 

Enfin, si l'on représente u' — h par ^' n, il viendra 

h' h'{/,' — /i] h'{h' — h]{h'—ih) 

Il II. là II. 1 1l. ô II 

383. Je passe maintenant aux applications. 
Soit d'abord la suite 

3. 7' 19' 3g, 67, 
correspondante aux indices 

o, I, 2, 3, 4; 
on a pour ce cas, 

/' = 3 , A « = 4 5 A- ?< = 8 , A^ ?< = o , A = 1 ; 

l'expression de A' u se réduit à ses deux premiers termes, et 
l'on obtient par son moyen 

A'w = 4/i'-4-4/i'(/i'— i)=4A'-': 

ainsi pour l'indice //', il viendra ?<'=3 4-4A'*- En prenant 

5 
/«'=-> par exemple, on trouverait que le terme correspon- 
dant à cet indice est 28. 
Soit encore la suite 

i> 4> 2, 3, 9, 16; 
en prenant les indices comme à l'ordinaire, savoir, 
o> i, 2, 3, 4, 5, etc.. 
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et formant les différences, on trouvera 

M = I, A?f = 3, A'« = — 5, A'«=:8, 

A*« = — 6, A^i^=o, A = i, 
d'où l'on tirera 

«■=,^3^'-5^'''^''-'-.8^'''^''-"f— 1 

I 1.2 I .2.0 

1 .2.3.4 

En réduisant cette expression, et l'ordonnant par rapport aux 
puissances de h' , on aura 

12^ 116A' — iii//- + 34/*'^— 3//'^ 

a' =: 

12 

Il faut remarquer que cet exemple et le précédent n'offrent 
qu'un nombre limité d'ordres de différences. Sur ce pied, 
l'expression de u' , qui est aussi limitée, représente exacte- 
ment le terme général des séries proposées, et peut servir à 
les prolonger autant qu'on le voudra. Tous les nombres qu'on 
en déduira suivront, par rapport à leurs différences, la même 
loi que les premiers termes desquels on est parti, et les séries 
dériveront ainsi d'une fonction algébrique rationnelle et en- 
tière. 

384. Lorsqu'il s'agit de fonctions fractionnaires, irrationnelles 
ou transcendantes,, la suite des différences A m, a^m, a' m, etc. 
ne se termine plus rigoureusement, mais quand elle est dé- 
croissante, elle rend convergente l'expression 

, h' h'(h'~h) li'ih'-h)[h'-ih) 

h II. 111 II, 111. à II 

et permet de la réduire à un petit nombre de termes, au moins 
pour un intervalle peu considérable. En voici un exemple tiré 
des tables de logarithmes. Je suppose que, par le moyen d'une 
table contenant les logarithmes depuis i jusqu'à 1000, avec 
dix décimales, on veuille avoir le logarithme de3,i4i5926536, 
nombre très-approchant du rapport de la circonférence au dia- 
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mètre; on regardera alors les logarithmes contenus dans la 
table comme des valeurs particulières de la fonction u, les 
nombres comme les indices auxquels répondent ces valeurs, 
et l'on formera le tableau suivant : 



u =10,49699.96481 
iCf = o ,4983 1 o5538 
^f3 = o , 4996870826 
«3 = o , 5o 1 0592622 
H^ = o , 502427 1 200 



18809057 
13765288 
13721796 
13678578 



—43769 
— 43492 
—43218 



■277 
-274 



dont la première colonne renferme les logarithmes de 

3,i4, 3,i5, 3,16, 3,17, 3,18, 

la seconde leurs différences premières, la troisième leurs dif- 
férences secondes, la quatrième leurs différences troisièmes, 
et la cinquième leurs différences quatrièmes, qui se réduisent 
à 3 unités du dernier ordre. On aura par ce moyen 



Au =-1-0,0013809057, 

a'm = -h 0,0000000277 , 

et comme /i = o,oi, 



A^ « =z — 0,0000043769, 

A' M = — o , ooooooooo3 , 

A' ^i^ 0,0015926536, 



on obtiendra 



— =^ o, 15926536, 



2 /a 
h' — ih 

3/t 
h'— '6 h 

kli 



h h' I r ia r. 



3/1 
il 

4A 



^ = — 0,61357821 , 
3 

- ^ - — 0,7101 8366 : 
4 



avec ces valeurs il sera très-facile de mettre en nombres la 
formule 



h 



^u 



h' [h' — h) , h' {h' 



A) (A' 



h. "2 h 



A . 2 A . 3 A 



2A) 3 



li'[h'—li) [h' — ih]{h'~Zh) 
"^ h. 0^/1.3/14/1 '^"' 

qui donnera u' = o ,497 1498726. 

Il existe des moyens plus faciles pour obtenir les logarithmes 
Jes nombres exprimés par beaucoup de chiffres, mais le pré- 
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cèdent est très-propre à servir d'exemple pour la méthode 
d'interpolation. On doit reconnaître déjà que celte méthode 
s'étend à beaucoup d'autres cas; elle est surtout d'un très- 
grand usage dans les calculs astronomiques. 

385. Lorsque les valeurs x, x,, x^, x-,, etc. ne sont pas équi- 
différentes, on emploie immédiatement la formule 

II' z=z a-^-px' -\-yx'' + Sx'^ -+- etc., 

(hins laquelle la substitution des valeurs particulières x, ^,, 
Xj, Xi, etc., fournit les équations 

u = a H- px -^ yx- -+- Sx^ + etc., 
M, = a + p^r, +7.^' -^-Sx] H- etc., 
Ujz= 0L-+- pxi -+-yxl -t- Sxl -h etc., 
î/j — a-|-p^3 -^-yx] -1-5^3 4-etc., 
etc., 

dont le nombre doit être égal à celui des coefficients indéter- 
minés a, p, 7, etc.; et voici comment on obtient l'expression 
de ces coefficients. 

En retranchant successivement la première équation de la 
seconde, celle-ci de la troisième, etc., on parvient à des résul- 
tats respectivement divisibles par or, — x, x^ — Xi, Xz — Xi, etc., 
et d'où l'on tire 



' " =ip-|-7(^, x)-\-B [x\-^ Xy X -In X"^) -\- Q\Ç..y 



II-, — Il 



Xi — X i 
H. M, 



etc. 



= 8 + 7 [x-j -\- x,)-h S [x\ -h x-i Xi -h X t ) +• etc., 
= p -{-y{xi-hX:i]-+-S[xl -hx^x-i-i-xl) -h etc.. 



Posant, pour abréger, 



^ Xi "■■"" OC \ «A/3 ■"" OC1 



Lacuoix, Cr/Zc. d'ijf,^ H. 
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on aura les équations 

U =e+7(^, + ^ )-i-3[x]-^x,x 4-^' ) + elc., 
U, = ^ -+- V [x2-hx,)-\-o[ x\ -^x^x,-^x]]-^ etc.. 
Uj = [i +7 (^3 -+-^,) 4- {x'3 4- ;c3.a^-i-H^' ) -h etc., 
etc.; 

retranchant encore U de U, , U, de Uj, et ainsi de suite, et dé- 
signant par U', Tj', , etc., les quantités 

U, — U Y, — U, 
, 5 etc., 

on trouvera 

U' = 7 -f- ( 0:3 4- :c, 4- X ) 4- etc. , 
U', =7H-o(ar3 4-:rjH-:r,)4-etC., 

d'où l'on tirera 

U', — U' = (^3 — x]-^ etc. 

Maintenant si l'on fait 

U'. — U' 






= U", 



on aura 1]"== ^4- etc., et si, pour fixer les idées, on ne suppose 
que quatre termes à l'expression de u' , l'opération finit à 
l'équation ci-dessus. Prenant la valeur qu'elle donne pour 0, 
et remontant à celles de 7, fl, a, par le moyen des quantités U', 
U et u, il viendra 

^ = U", 

7 = U' — U" ( ^j 4- a;, 4- ^ ) , 

P=rU — U' (.r, 4- .3^)4- U" (^3 ^r, 4- ^2^4-^, or], 

a=M Yx-^-Y' XxX — \}i"XiXxX. 

Substituant ces valeurs dans l'expression de u' , on aura 

/<'==« -4 U (jc' — a:) 4- U' [x'^ — [xy, -\- x^x' 4-^1^] 

-t-U"[a;'^ — [x-i-\-Xx-\-x')x''^-n-\XiXx-^x-iX-^rXxX\x' — XiX^x^* 

11 est facile de voir que les coefficients de U, U' et U" sont dé- 
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composables en facteurs simples, et que l'on peut nicilre a' 
sous la forme 

^\i"[a:' — x)[x'-x,][x' — x,). 

En poursuivant d'après cette méthode, on obtiendrait une 
formule analogue à la précédente; et quel que fût le nombre 
des valeurs x, x^, x,,. . .Ae l'abscisse x' , on aurait en général 

u' =3 «-hU(^' — .r) -l-U' [x'—x] [x' — X,) 
H- U"(.r' — x) [x' — Xi) [x' — X2) 

^\}"'[x' — x][x'~X,)[x'-X,)[x'~X,)^GiC., 

en faisant 
-T^— .= U, =U,, =\}„ = U3,etc., 

— ~ — = U', =IJ,,- =L,,etc., 

TT' U' U' U' 

.Li_ _^ ^U', ^ ^ =U': etc., 

U" — U" 

'^' _^ =^\]'\ etc., 

etc. 

Quand les valeurs x, a:,, ^j, ^3, etc., sont équidifférenles, 
on a 

x, = x-i-h, x2^=x-\-2./i, ^3 = .r + 3/t, etc., 
d'où l'on déduit 

U' = ^., ir, = ^,, U'.=^., etc., 

•J = » . ., ? etc., 

etc.; 



2 A, 
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faisant ensuite x' ^=x-\-h', il en résulte 

x' — X := h' , x' — Xi=h' — h, x' — Xi = h' 
x' — X3= h' — 3/i, etc., 

et l'on voit ainsi que l'expression précédente de u', qui devient 
alors 

h' h'ih'—h] h'ih'—h)[h'-ih) 

ll'=ll-r--r Mi^ ) — ^ \'u-{ ^ — - — '-j^ -^A'^^4-etc., 

h h. là /1.2/1.0/1 

rentre dans celle du n" 382, obtenue par une voie différente. 

386. Lagrange a présenté l'expression de u' sous une forme 
nouvelle, en observant que puisque les équations 

u = y.-\-px -r- yx^ -+- Sx^ -+- etC . , 

u, = a H- pxi-i-yx- -+-Sx\^ etc., 

Ui = a -h px2-hy:x;l -i-Sxl 4- etc., 

etc., 

sont du premier degré seulement, par rapport à chacune des 

quantités a, ^,7, etc., u, «,, u,, etc., et que u' doit être exprimé 

en x', de manière qu'en y faisant successivement x'=x, 

x' = Xt, x'=:x2, etc., il vienne u' = u, u' = m,, h' = u.^ etc., 

on peut écrire 

M' = XwH-Xif/,-i-Xji^, + etc., 

pourvu que X, X,, Xj, etc., soient des fonctions de x' telles, 
que par la supposition de .r' = a: on ail en même temps 

X = i, X, = 0, Xi=:o, etc., 
que par celle de x' = Xi on ail 

X = o, X, = 1, X2 = o, etc., 
que par celle de x' = x, on ait 

X = o, Xi = o, X2=i, etc., 
et ainsi d? suite, conditions qui seront remplies si l'on prend 

X 

X. 



X 

etc. 



[x' — a:,) 


[x' — x.) 


[x' — x,]... 


{x — xC\ 


[x — ar,] 


[x — Xi]. . . 


[x' — x] 


[x' X-,] 


[x' ^, ) . . . 


[ *^\ — «^ J 


[x. — x-,] 


\X\ — x^ ) • • • 


( ^' X ] 


[x' — x, 


[x'-x,]... 


[x-i — X ) 


[x^ — X,] 


\ X-i ^3 j . . . 
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La loi qu'il faut observer dans la formation de ces quanlilés 
est on ne peut pas plus simple; leur numérateur contient, 
ainsi que leur dénominateur, autant de fadeurs qu'il y a de 
quantités x, x,, x^, x^, etc., moins une; et si l'on y fait les 
hypothèses indiquées ci-dessus, non-seulement on se convain- 
cra qu'elles satisfont à la question proposée, mais on verra de 
plus comment il a été possible de prévoir qu'elles y satisfe- 
raient : on a donc cette nouvelle formule d'interpolation : 



"" [x — Xt) [x — X2) 


{x —X,). . . 


[x' X ) {x' — X2] 


[x' — x,)... 


[Xi — X ) [Xi — Xi) 


[x, — x,). . . 


[x' — x) [x' — Xi) 


{x' — x^). . . 


1 / .- .. \ / „ \ 


1 „ \ 



(^2 X ] [X-l ■^'ij [Xn Xz). . . 

-+- etc. 
très-commode dans la pratique, parce qu'on en peut calculer 
chaque terme par le moyen des logarithmes. 11 ne serait pas 
difficile de la ramener à celle du numéro précédent, et même 
à celle du n" 382; c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas. 

387. Ici il est aisé de voir, d'une manière évidente, que le 
problème de l'interpolation est indéterminé, quand des consi- 
dérations particulières ne fixent pas la forme de la fonction qui 
doit représenter le terme général des nombres donnés. 

En effet, les seules conditions auxquelles soient assujetties 
les inconnues X, X,, X,, etc., peuvent être remplies par des 
fonctions bien différentes de celles que Lagrange a choisies. 

On trouve d'abord l'expression très-simple 

sin m [x' — x^ ) sin/i [x' — X2) sin/?(ar' — x^) etc., 
qui jouit de la propriété de s'évanouir, lorsque 

quels que soient les nombres m, n, p, etc.: on pourra dor* 
poser l'équation 

,, s'mm{x' — ^,)sinw'^' — x,] s\n p{x' — .r,) etc. 

A — : : ; : ; 1 

sin /« [X — Xij sin n [x — Xj) sinp^x — ^3] etc. 
dont le second membre se réduit à l'unité lorsque x' ^x; et 
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sur ce modèle on formera aisémenl les valeurs de X,, Xo, etc., 
dans chacune desquelles on pourra prendre pour les coelfi- 
cients m, n, p, etc., tels nombres qu'on voudra. 

Si de pareilles expressions s'accordent avec celles du numéro 
précédent pour les valeurs de x' comprises dans la série 
X, X,, x^, etc., elles en diffèrent beaucoup dans les intervalles, 
dès que les arcs ne sont plus assez petits pour être sensible- 
ment proportionnels à leurs sinus: on peut d'ailleurs substi- 
tuer les tangentes aux sinus, et les conditions précédentes 
seront encore remplies. r 

388. Les formules d'interpolation s'appliquent d'une ma- 
nière tiès-utile dans la détermination approchée de l'inté- 
grale y Xd^, ou de la quadrature des courbes. La première 
idée qui s'est présentée sur ce sujet, a été de substituer à la 
courbe proposée une courbe parabolique, assujettie à passer 
par un nombre donné de points de la première ; il est évident 
que plus ces points seront multipliés et resserrés, plus l'exacti- 
tude croîtra. 

En prenant d'abord la formule 

fi' = y. H- p^' -f-7 x'- 4- etc., 

pour représenter l'ordonnée de la courbe parabolique, l'aire 
de cette courbe sera exprimée par 

^ , , , y.x' fix'^ 'ix'^-" 

/ Il d X = — --h h -^r — h etc. -r- coiist. ; 

•^ 12 

quant aux coefficients a, p, 7, etc., ils se concluront sans peine 
du développement de l'expression employée pour u . 

h' 
Si l'on prend celle du n° 382, qu'on y fasse y- = x' , elle de- 
viendra 

x' au x'ix' — i]à-u x' (x' — i){x' — 1] ^"n 

f ="H •. ^^ ' \ ^- '-^ '- helc. 

1 1.2 1.2.3 

et il faudra la pousser jusqu'au même nombre de termes que 
la précédente, c'est-à-dire celui des points par lesquels doit 
être déterminée la courbe parabolique. 
Supposons que ce nombre soit 3 ; on ne prendra que les 
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trois premiers termes de la formule ci-dessus ; en l'ordonnant 
suivant les puissances de x' , il viendra 

1 , I 

2 2 

quantités qui ne dépendent que des trois ordonnées consécu- 
tives u, K,, icn, répondant aux valeurs 

/('=zo, h'^=h, h'=:^ih, ou ^'=1:0, ^'=1, x'^=r.1', 

et si l'on assigne o et 2 pour les limites de Jn'dx', sa valeur 
sera 

2W-I-2 ( A?< — -A'iA -f-^ A'« = 2 ( « -f- A?/ + -T A^// 

Dans ce cas, a' serait l'ordonnée d'une parabole QR,Ji^. 64, 
passant par trois points de la courbe proposée DE, et fu'Ax' 
l'aire du segment de celle parabole, compris entre la première 
ordonnée PM et la troisième P.M,. 

En général, celle parabole QR sera allernativement inté- 
rieure et extérieure à la proposée, ou vice versa; en sorte que 
l'aire de son segment différera, dans une partie par défaut et 
dans l'autre par excès, de l'aire du segment correspondant de 
la courbe proposée DE; et alors il pourra s'opérer dans le ré- 
sultat total une compensation plus ou moins approchée entre 
ces différences. 

La formule précédente devient plus symétrique quand on 
remplace les différences A?i et ^''u par leurs valeurs 

?/, — u et «: — ii(t-\-u (378); 
on obtient, après les réductions, 

- (i^-+-4«i -hW2). 

Si l'on conçoit de même qu'il passe une nouvelle parabole 
par les points M,, M3, M4, et ainsi de suite, et que l'on réunisse 
les aires de chacun de leurs segments, on pourra embrasser 
une portion aussi grande que l'on voudra de la courbe pro- 
posée; et si la dernière ordonnée est représentée par u^, 



24 DES DIFFÉRENCES 

m étant un nombre pair, on aura 



I « + 4 »i -t- «0 + ô ( "' H- 4 "3 + «4 



4- ^ ( Um-2 -+- 4 «« 



Ce résultat, d'une forme assez élégante, ne comprenant que 
des lignes qu'on peut mesurer sur la figure, peut servira éva- 
luer des aires renfermées par des courbes dont on n'a pas 
l'équation, avantage que n'offre point la méthode du n° 233. 
Au reste, dans l'une et l'autre méthode, il faut calculer à pari 
les portions comprises entre deux points singuliers, et mul- 
tiplier davantage les ordonnées dans celles où la variation 
de courbure est le plus considérable. Nous reviendrons sur ce 
sujet au n' 405. 

De l'analogie des différences avec les puissances. 

389. Le calcul différentiel et celui des différences, quoique 
étant bien distincts, comme on le verra dans la suite, ont 
néanmoins de grands rapports entre eux, et peuvent s'appli- 
quer l'un à l'autre. Lorsque l'on considère le premier sous le 
point de vue où l'a présenté Leibniiz, ou par la théorie des 
limites, il devient un cas particulier du second : on a dû le re- 
marquer au commencement de cet ouvrage, et pour le confir- 
mer encore, je déduirai la série de Taylor, de l'équation 



û'« 



—^\ à' it -h elc. (377). 

1.2.3 ^ ' 

Soit u = f[x), et que la variable x reçoive successivement 
un nombre n d'accroissements égaux, représentés par x ; la va- 
leur u„ sera celle que prend u quand :c devient .r -h ny.; fai- 
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sant ensuite n a = h, on aura n =~ el 



h hih—OL] 

Un z=u-\-- An-\ i ' A-a 

a I . 2a' 



ll{h — x) [h— 0.0,] 

— ^^- '■ \' u + etc. , 



ce qui peut s'écrire ainsi 



„ , , > h ^^l h [h — a A' « 

{[x + h) —u-^ 1 !^ 1 

la 1.2 a- 

// [h a) [h 2a) ^?u 

1.2.3 a • 



etc. 



Maintenant, si l'on conçoit que, h demeurant constante, a dé- 
croisse indéfiniment, ce qui revient à supposer le nombre n de 
plus en plus grand, le second membre de l'équation Ci-dessus 
tendra vers une limite qui s'obtiendra en faisant a = o, et en 
observant que les rapports 

A n A' u A' u 

— •> — T' — T' elc-> 

a a- a' 

ont alors pour limites les coefficients différentiels 

eu d' K û^ u ,o-"N 

-T—^ -. — -"> -. — 5 etc. (3/oj : 
nx iXa:- ax^ 

on aura donc encore 

d u h iV u le d^ u h^ 

«-f--j ^-r-. ^;r— j etc., 

Û.X i (ix^i.i d.r' 1.2.3 

pour le développement de la fonction u, quand x est de- 
venue x-hh. C'est à peu près ainsi que Taylor est arrivé au 
théorème ci-dessus, qui porte son nom. 

Lorsqu'une fois on y est parvenu, la théorie analytique du 
Calcul différentiel n'offre plus aucune difficulté; pjnsi ce qui 
précède suffit pour montrer comment il résulte du Calcul des 
différences. 

390. A l'aide du théorème de Taylor, le développement des 
différences d'un ordre quelconque pour une fonction quelcon- 
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que s'obtient sans difficulté. On a premièrement 

du h d'n /t' d'n h^ 

^i( = -. f- -j-^ h -f-- 5 + etc. ; 

dx I dxM .2 dxM .2.3 

et si, dans cette équation, on met successivement lu, ^■l(, 
A' M, etc., au lieu de u, on formera les expressions 

dA« h d'Sn h- d'A« h' 

Au = —. — • - -+- -j — h -p— + etc., 

dx I dx- 1.2 dx^ 1.-2..6 

dA2?< h d'\'u h- 

A2/< = — j 1 — j 4- etc., 

dx I d.a;' 1 . 2 

d A^ H h 

A<« = — h etc., 

dx I 

etc., 

au moyen desquelles le développement de chaque différence 
se déduit de celui de la précédente. On obtiendra d'abord 

dHi /«' d'« h' d'u h' 
d^^ I d.a;^ 2 dx* 2.3 



d^ii h' d'K A' 

dx^ 2.2 

d'il h' 



-f- -p— h -7— 'r- etc. 

dx^ 2 d.Z" 2.2 



. . , „ , etc. 
dx* 2.3 

Il serait facile de trouver la loi que suivent les termes de cette 
expression; mais on y parvient d'une manière plus générale, 
au moyen de l'analogie qui existe entre la différentialion des 
quantités et leur élévation aux puissances, analogie dont le 
n" 378 renferme les premières traces. 

391. On a vu (27) que 
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Si maintenant on transporte les exposants des puissances de du 
à la caractéristique d, le second membre de l'équation précé- 
dente deviendra 

du h Qpu h- d'il h' 

-. i-T"!' ^-n— ;• ô ■+- etc., 

d ^- 1 d .;cM . 2 d x^ 1 . 2 . 3 

et sera la même chose que \u : on aura donc 

A«=:e^^ — ., 

pourvu que dans le développement du second membre, on 
transporte à la caractéristique d les exposants des puissances 
de du. 

D'après ce résultat, Lagrange a remarqué le premier qu'on 
avait en général 

/ du 

à"u — le' 






en observant toujours de transportera la caractéristique d les 
exposants des puissances de du. 
Depuis, on a simplifié celte manière d'écrire, en posant 

A«=Ve'^^ —iju, A"H^\e'^'' —i)n; 

car il n'y a plus rien à changer dans le développement; mais 
il faut bien se rappeler que la lettre d exprimant une caracté- 
ristique et non pas une quantité, les équations ci-dessus ne 
deviennent effectives que par le développement de leur second 
membre. Voici comment Laplace a démontré ce beau ré- 
sultat. 

'' Il est évident, par ce qui a été dit dans le numéro précédent, 
que, quelle que soit l'expression de ^"u, on doit avoir 

A" u = - — /j" 4- A' -; A"-*-' + A" h"^- -+- etc., 

dx" d^"+' dx"-^' 

A', A", etc. désignant des coefficients qui ne dépendent que 
de n. Celte équation devant subsister pour toutes les formes 
que peut prendre la fonction u, conviendra nécessairement au 
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cas où u = e*; mais alors 

du d- M d' M 

A'«=: e'(e'*— i)', ^"u = e^{e''—\]". 

Substituant cette valeur de A"« dans le premier membre de 

1'' . ' , 1 ,, , d« d'?< , j 

1 équation posée plus haut, et celles de -r- •> -, — ' etc., dans le 

ax ûx^ 

second, il viendra 

[e^ — I )« = A» 4-. A' A"+ ' + A" A"-^' + etc . , 

d'où il suit que les coefficients A', A", etc. doivent être les 
mêmes que ceux du développement de (e^ — i)", puisque l'ac- 
croissement h doit demeurer indéterminé. Il ne peut d'ailleurs 
exister aucune difficulté à l'égard des coefficients différentiels 
de u, qui se déduisent tous des puissances de d a par le chan- 
gement indiqué dans les exposants. 

La même relation entre les puissances et les différences se 
retrouve dans les fonctions d'un nombre quelconque de varia- 
bles, et se prouve d'une manière analogue. 

c) u , du, 

-T—n — Il 

ô))2. De Au^=e — i on tire e := i -i- Mi ; et si l'on 
prend les logarithmes de part et d'autre, il viendra 

^A = l(l+A..). 

Lagrange a encore reconnu que cette équation serait vraie, 
si dans le développement de l(i+Aîf) on transportait à la 
caractéristique A les exposants des puissances de Au; on au- 
rait par ce moyen 

du j I I I , , 

-r- h = \ii \-'u + -A3« — -A'?i + etc. 29 . 

ax 234 

Au lieu de m'arrèter à démontrer ce cas particulier, je vais 
prouver qu'en général 

dx" ^ ■' 
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en changeant Aw% mi\ etc. en A^ii, A'w, etc., ou bien 

sans rien changer dans le développement. 

Il est visible que la question revient à déterminer les coeffi- 
cients différentiels -r— ? -, — - ' etc., en fonction des différences 
ax ax- 

successives de u, et que pour cela on a des équations de la 
forme 

A" u = -T— h" + A' -r-— A"+' -h A" -j-— - /i"+^ -h etc., 

^«+. „ ^ — /i«+._l_ A', -— — A"+^-t- etc., 

A"+'« = A"+'4- etc., 

Ax"+^ 

etc., 

dans lesquelles les coefficients différentiels ne montent qu'au 
premier degré : on peut donc faire 

Jlif /j" =z A" « + 6'^"+' /< H- B"a"+' u + B"'A''+^ ?< 4- etc. 
dx" 

On obtiendrait facilement la valeur des coefficients inconnus 
B', B", B'", etc., par l'élimination successive de 

-i — T, fi y 1 — X-, ti y etc. ; 

mais puisque l'équation hypothétique doit avoir lieu, quelque 

soit u, elle subsistera encore lorsqu'on y fera u^=e', ce qui 

donnera 

d'w , A \- 

-— -=:^', et A'M=:e^(e* — i)', 

quelque valeur qu'ait le nombre entier i, et l'on trouvera par 
conséquent 

/<"= (e* — i)"-|-B'(e'^ — i)«+' + B"(e* — 1)"+' -f- etc. 

Pour mettre en évidence l'identité des deux membres de 
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celle équaiion, il suffit d'observer que 

A«=[l(i-+-e''— 1)]«, 

parce que le développement de 1 (i-f-e'^ — i), ordonné suivant 
les puissances de e^ — i, qui est 

e*— I — ;;(e* — i)' + ^ (e'' — i)'— ^ (e'' — i)' + etc., 

étant élevé à la puissance n, deviendra comparable à la série 

(e^ — i}"H-B'(e'^— i)"+' -|-B"(e*— i )"+'-!- etc., 

dont les coefficients numériques B', B", etc. seront par con- 
séquent déterminés. Si l'on écrit Au à la place de e* — i, 

d"M , , ,, , , ,, < . d"n , ,,, 

et -, — h" a celle de //", on aura 1 équation -; — /«"= 1 i-i-A "m, 

posée précédemment. 

En faisant, pour abréger, e'' — i = a, et développant 

I I I 

a a= -}- - a^ — -r * + CtC. 

234 

suivant les puissances de a, par la méthode du n" 53, on ob- 
tiendra les valeurs de B', B", etc. 

393. La formule du n" 382 se déduit aussi du théorème de 
Taylor, qui devient une formule d'interpolation, lorsqu'on y 
remplace les coefficients différentiels par leur expression en 
différences, tirée du numéro précédent. 

En effet l'équation 

-7-^ h' = A' u -\- A' A'+' u -h A" A'+' u -+- A'" A'+' u -T- etc., 
d^' 

donne 

-r-^ = -^ ( A' M + A' A'+' U + A" A'+^ u + etc.) . 
ûx' h' ^ 

Si l'on tirait successivement de cette équation les valeurs 

j d M d' 7f d^ M , , . j , - • 

de -^ — 5 - — , - — , etc., pour les substituer dans la série 
dx dx' d:r^ 

ûu h' d'il h" d'il h" 

ii+-i h:T— , ^Â—-^ ô 4- etc., 

dx i d .r' 1 . 2 dx^ i .2.6 
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qui exprime ce que devient u lorsque x devient x + h' , on au- 
rait un résultat de la forme 

//' '' II' h'-\ 

B', B", B', , B", , B"', etc. étant, ainsi que A', A", etc., des coef- 
ficients numériques indépendants de h; et désignant par ^' u 
l'accroissement que reçoit la fonction u, dans le passage de x 
à x-{-h' , il viendrait 

h' [ h' /i'^\ 

n -i- A' a = u -i- -j- ^ft -i- \^' Y ~^^" 11 ) ^' " ~^ ^'•^• 

Cette équation devant avoir lieu, quel que soit u, subsiste en- 
core dans le cas où m = e', et se change alors en 

e''' = i -^ 'j- [e'' - x) -h (B'^+B"^ ) (e''— i)^ + etc. 



dont on ramène, par le développement, le premier membre à la 

mêmeforme que le second, en observanlquee'''= [i + (e''— i)]''; 
et comme en remettant dans le second, u, ^u, A'u, etc., à la 
place des quantités i, [e^ — i), [e'' — i)*, etc., on retombe sur le 
développement de u-h a' u, on doit en conclure que 

// 
u-j- A'n — (i -j-a]'' u. 

Ce résultat, aussi sim]!le qu'élégant, a été présenté par La- 
grange, comme une conséquence de l'analogie que les diffé- 
rences ont avec les puissances. En effet, il suit de l'équa- 

du d M . h' 

Il fi — 

lione''"^ = I-}- A if (392) que e'^^ = (H- A«) ''; mais on a 

aussi e"-^ = i -{- A' u : donc i -h ^' u=^ [i-{- Au) . 

En développant le second membre de cette dernière équa- 
tion, et transportant à la caractéristique A, les exposants des 
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puissances de mi, on trouvera, comme ci-dessus, 

// li'ih'—h) , h'{h'-/,){h'-9.h] 

A'« = -j-Mi^ ~-\ j-^ A= Il H ^ — - — ij^ A'« + etc. * . 

h li.-2.li li.ili.ôli ^ ' 

Du Calcul inverse des différences, par rapport aux fonctions 
explicites d'une seule variable. 

394. Le Calcul inverse des différences est, à l'égard du Calcul 
direct, ce qu'est le Calcul intégral, par rapport au Calcul diffé- 
rentiel : il a pour objet de remonter des différences aux fonc- 
tions primitives. Je m'occuperai d'abord des différences qui 
sont exprimées immédiatement par la variable indépendante, 
c'est-à-dire où l'on a pour déterminer u^ , une équation de la 
forme 

l'accroissement de x étant constant et donné : je le représen- 
terai à l'ordinaire par h. 

Soit premièrement r= i, d'où Aw^=f(x) ; pour indiquer 
l'opération qui doit faire revenir de ^Uj-kui, on emploie la 
caractéristique 2, et l'on écrit en conséquence 

les caractéristiques a et 2 indiquant des opérations contraires, 
qui se détruisent lorsqu'on les effectue l'une après l'autre sur 
la même fonction. 

L'opération indiquée par le signe 2 s'appelle aussi intégra- 
lion; car ^i[x) désigne une véritable somme. En effet, si l'on 
ajoute les équations (i) du n° 375, il viendra 

w„ =1= (Y -I- A a -h A f^i -4- A ;<j . . . -h A w„_, ; 
et si l'on représente par a la première valeur de x, et par u 



(*) Ces curieuses analogies des puissances avec les différences et les différen- 
tielles sont développées avec beaucoup d'étendue dans le 3* volume du Traite 
in-4"'. J'y ai indiqué plusieurs Mémoires insérés sur ce sujet, dans les Transac- 
tions philosophiques, ei quelques remarques de M. Herschel, dans l'Appendice 
qu'il a mis à la traduction qu'il a bien voulu faire, conjoinlemenl avec MM. Bab- 
baçe et Peacock, de la 2^ édition du orésent Traité élémentaire. 
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celle de Ui, qui s'y rapporte, ou aura, pour une valeur quel- 
conque o^- = « + nh, 

lf(3-; = « + f(«)+f(rt-H/i)-hf(«-f-2/i ... + f[«-l-(/i — i;/i]. 

Celte expression, qui augmenterait de f{«-f-n/i) ou de ^[x], 
si l'on ajoutait h à la dernière valeur attribuée à x, et qui a par 
conséquent pour différence ^[^c), se compose ainsi de la 
somme de toutes les valeurs que prend f(^) depuis ûc=^a in- 
clusivement jusqu'à :r = rt-T-(« — i)/i, plus de la première 
valeur de ii qui est indéterminée, et qui tient ici la place de la 
constante arbitraire que le passage de Ux à a»x a pu faire dispa- 
raître. 

Pour revenir de A^«x=f(:i:) à ii^, il est évident cju'il faut 
effectuer autant d'intégrations qu'il y a eu de différenliations, 
ce qu'on indiquerait ainsi : 

A chacune de ces opérations, il faudrait ajouter une nouvelle, 
constante, ce qu'on peut voir aussi en observant que l'équation 
yui^=[[x), ne donnant les différences de la fonction (lu'à 
conunencer de Tordre /', laisse indéterminées les /• (puuilités 

i( , A u, A' K,. . . , A'^~' n, 

et par conséquent les r premiers termes de l'expression 

n n (n — i] 
u„ = u^-\u->, ^ iA=/<-hetc. 3/7, 

1 1.2 ^ ' 

au moyen de laquelle on passe de la valeur u relative à x^^a, 
à celle qui se rapporte à x=^ a -r- nh. 

395. On voit donc qu'ici, comme pour les différentielles, 
l'intégration introduit un nombre de constantes arbitraires 
égal à l'exposant de l'ordre ; mais il y a cette différence, que les 
quaniités qui disparaissent quand on passe aux différentielles, 
sont absolument constantes , au lieu que, pour se détruire 
quand on prend les différences, il suffit qu'une quantité de- 
meure la même lorsqu'on passe de xk x -^ /t: ei il en existe 

Laliîox, Cale, ifijf.. 11. 3 
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de telles ; car il est visible que l'expression 



9.7TX 9.TZX 

olsin— ,-5 cos 



h ' h 

qui devient alors 



,[^sin(-^+...j, cos ^-^ + ..jj, 

jouit de celte propriété, quelle que soit la forme delà fonc- 
tion (j). 

On fait entrer en même temps le sinus et le cosinus dans la 
fonction, afin qu'elle ne redevienne la même que par le chan- 
gement de a: en xzh h, ce qui n'aurait pas lieu pour une fonc- 
tion qui ne contiendrait que l'un ou l'autre, puisque 

cos ( T ^— ) = cos 



h 

nous donnerons dans la suite la construction géométrique de 
ces fonctions. 

396. Il est à propos de remarquer qu'en prenant l'intégrale 
de chaque membre de l'équation 

A«-f-A(' ^lV = A[u-^V iv] (376), 

il vient 

1 [S n ^ Av — Mv] = H -\- i' — (»' = I A ?/ 4- - A ( — I A «' , 

ce qui ramène l'intégration des différences polynômes à celle 
des différences monômes. 
De même l'équation 

rt A f < = A . « M 

donne 

I . rt A « = au = a iA II, 

par où l'on voit que les facteurs constants passent, comme on 
veut, sous le signe i ou hors de ce signe. 

397. Lorsque î[x) est rationnelle et entière, l'expression 
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de Un, en se terminant, en donne l'integraie exacte. En effet, 
si m désigne l'ordre auquel les différences de cette fonction 
sont constantes (380), comme de A'"«, = f(^), il suit 
^'"i[x)=^ ^r^"' 11^, et que cette dernière différence est con- 
stante, on a sur-le-champ 

71 n[n — I ) 
u,^ = ;< H A ?< H !^ A'u. . . 

1 1.2 

nln — I ) . . .{n — /■ — /» -h i ] 



i .2..Ù. . . [r-j- m] 

u. Ml, AUi, etc. répondant à ^ =:« ; et si l'on fait «-h /</< = jt-, 
M„ se changera en i/^. 

En posant, pour abréger, {[x) = Vr, il viendra 

Yn = V, Y+' U = .\V,. . ., V-*-'" H z= A'" V ; 

n et ses différences jusqu'à l'ordre /— i inclusivement demeu- 
rent arbitraires, ainsi qu'on l'a déjà vu. 
Soit pour exemple 

A ifx = ^' — 5.T^ -\-6x — I , 

l'accroissement de a: étant i ; on aura /■=: i, /n = 3, /i= i, el 
si l'on suppose rt = o, on trouvera 

f = — I, A (.'=2, A-f = — 4> 
AV = 6, A't^=io (380), 
d'où 

X x[x ^ \\ , x[x — I ) ( X 



4- ■ ^ 



l ' 1.2 ^ 1.2.3 

, X [x — i) [^x — 2) [x — 3) 



1.2.3.4 

3 x^ — 26 x^ H- 69 x'' — 58 .r 



const. 



La formule générale de cet article comprend le cas dans 
lequel la valeur donnée pour au^ serait constante : on aurait 
alors A'u ou ^v^=o. 
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On voit immédiatement aussi que 

ax -^ ah — nx a . ax 

a = =::: — .; 

il n 

donne, en intégrant le premier et le dernier membre, 

ax 
la =z — — |- const.. 
Il 

d'où 

X 

2 I = I a:" = -r • 
II 

398. Quoique la formule précédente suffise pour toutes les 
fonctions rationnelles et entières, il est à propos de faire con- 
naître quelques autres expressions qui ont aussi des avantages 
qui leur sont propres; et pour commencer par celles qui sont 
les plus simples, je m'occuperai d'abord des produits composés 
de facteurs équidifférents. 

Soit 

K =z X [x ->- II) [x -^ili] . . . [ a: -h ( /?i — I V' ] ' 

si l'on en prend la différence, on obtiendra 

^u=z [x -\-li)[x-{-ih)[x -T-'ih) . . .[x -{- mil ) 
— X [x -{- h) [x -^ "i h) . . .'[x -}- [m — i ) // ] 
=^[x -^ h) [x -r- "2. h] . . .\x -+- [m — i]1i\ mil ; 

Cl comme î: — ,- = — ^ = — r ? on aura 
mil mil ma 

l[x-hli) [x -i-2.il). . .[x-^{m — I; h] 

X { X -{- II) ( X -^ 9. Il) . . . \ X -^- 'ni — I // ^ 

= — ^ '— ^ — '^ '■ -r- const. 

mil 

Si, pour ramener à m le nombre des facteurs affectés du 
signe -, on écrit maintenante: — h au lieu de x, et m-f-i au 
lieu de m, il viendra 

lx[x-h h) [x -i-^li. . .[x -\-{rn — O^'l 
[x — II) X [x -h h) {x-\-2h). . .[x-h [m — i; // ] 



ET DES SÉRIES. 37 

On voit ici que dans l'intégrale, le nombre des facteurs sur- 
passe de l'unité celui des facteurs de la différence, et que le 
diviseur est m -\- i , ce qui est bien analogue à la formule 

rx"'dx=— (167). 

On mtègre aussi la fraction 

I 



H 



x[.T -{- h) [x -+-7./1). . .[x -i-[m — ï) h 
parce qu'en prenant la différence, on trouve 



ah = 



\x-\-h) [x-\-ih] [x-\-'ih)...[x-{-mh) 

I 
x[x -{- h) ( X -h 2 A ) . . . [x + ( /» — ^' ] 

— mh 
X [x -\- h) [x -h 1 h) . . . [X -h mh) ' 

repassant aux intégrales et mettant pour u sa valeur, il vient 



— I 


u 


~ x[x-^ h) [x-\-2h). . 


. [x-]- mh) " mh 


I 





mhx [x -\- h) [x -\- 1 h) . . .^x -\- [m — i ) A ] ' 
et si l'on écrit m — i au lieu de m, on obtiendra 

I 

V 

X [x -\- h) [x -{- 7. h) . . .[x -{- [ni — i) h] 

— I 

[m — 1) hx [x -i- h) [x -\- 2. h) . . .[x -^ [m — 2.) h]' 

31)9. Les formules ci-dessus peuvent servir aussi à l'intégra- 
tion des fonctions de la forme 

A x'-"- + Bo:^ H- C JT'' -h etc., 

parce que ces fonctions se transforment en produits de facteurs 
dont les différences sont constantes. Pour le faire voir, je 
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choisis cet exemple irès-simple : ar% el je fais 

x"- := [x -\- h) [x -\-ih) [x-\-Zh) 

-f- A [x-^ h ) (;c -^ a/t ) + B (.r -1- A ) +C, 

en supposant que Ji désigne l'accroissemenl de x. Si l'on dé- 
veloppe, et qu'on ordonne suivant les puissances de x, on 
aura 

x^ = x^-\-Gfix- ■+- 1 1 /i^x -f- 6/r' 
-i- kx- -h 2 A hx -ho. A h^ 
+ B ^ + B A 
+ C; 

et comparant entre eux les termes affectés de la même puis- 
sance de X, on formera les équations 

6/i + A = o, 

Il/j^-f- 3A/t -|-B=r o, 

6//= + 2 Ah' 4- B // -^ C = o, 
desquelles on tirera 

A=-6//, B=7//% C ==-/*% 
et 

^•^ z=[x-i-fi) {x-]-o./i) {x-h3h] -~6h[x-hh) (.r-h?.A) 

-i-']h'{x-hh] — h\ 

ce qui donnera, en vertu du numéro précédent, 

Ix' = y-j X [x -h h] [x -+- ^.h) [x-h 3 h] 

— 7.x [X -h h) [x -h 2. h] -h - hx[x-h h] — /i^x -+- const., 

puisque 2 — /<'= — A'si — — Ir-x (397). 

400. Lorsque u^^x""^' et que m est un nombre entier, il 
vient 

Ai( = X'" h +^- '—X"'-' h' H \- 'x—^h^ 

I 1.2 I .2.0 

, (m + i) m(m — i) (m — 2) „, ,, ,,^, ^ ' 

-(- -^ ^ — 7r—~ X"'-- h'. . . 4- /r+' x". 

1.2.3.4 

En intégrant terme à terme chaque membre de cette équation, 
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remettant dans le premier x'"-*-', au lieu de u, et passa^it hors 
du signe i les facteurs constants, on obtiendra 

.r"-^' =: -— hlx'" + ^^ — h^lx"'-' 

I 1.2 

1.2.3 

Cette équation ferait connaître l'intégrale 2^'", si l'on avait 

ix"'-\ ix"'-\. . . ix", puisqu'on en tirerait 



. X"' = 



m 



— h 1 x"'~' H î^ — - A' 2 X"'-' ... H //'" i. X" • 

I I . ?. 1.2.3 m -+- I I 

Si l'on écrit successivement dans celte dernière m— i, m — ■?., 
m— 3, etc., pour m, on aura des expressions de ix'"-', ix'"-\ 
ix'"-', etc., dépendantes seulement des intégrales des puis- 
sances de X qui leur seront respectivement inférieures. On 
peut aussi former ces valeurs en remontant ; et si l'on prend 

X 

d'abord m — o, il vient ix" =: jj comme dans le n" 397, parce 

que la formule générale ne doit renfermer qu'un nombre ni de 
termes affectés du signe i. 

Faisant ensuite ni = i, m = 2., /nr^rS, etc., et substituant 
successivement pour ix", ix^, ^x^, etc., les valeurs aux- 
(luelles on parviendra, on formera cette table : 



^ U^ — : -j ? 

n 

1 X^ I 

2 II 1 

^ _^ I ^* I ^ I • 

Z X ^^^^ TT ~î" X' -\- 7: Xil , 

3 A 2 2.3 

I ^^ 1 I , 

2^'^-T-j x'^ -\ x'^ Il , 

^ Il 2 2.2 

I X^ I , I , I ,. 

1X*= --J x^ -i- - X^ h— TT— 7 xli\ 

5 II 2 3 5.5 



I ^"^ I 5 . I , 

— TT -î X^ -\ -r X* Il TT X^ ll^, 

D II 2 2.6 2.6 



etc., 
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OÙ, pour abréger, on a omis la constante arbitraire que roni- 
porte chaque résultat. 

401. Au lieu de pousser plus loin cette induction, on peut 
supposer en général 

z X"' = A ^"'+' + B X'" -+- C X"'-' -+- D .r'"-- -f- etc. ; 

en prenant la différence première de chaque membre, on trou- 
vera 

. ' m -h i^ 

x"" = A ■ X'" h 

I 

4- ^ X'"-' A- -f- A -5^ '- -^ x-^-^h- -f- etc. 

1.2 1.2.3 

4- B^ x""^h+ B ^^-"^-') ^— A^-4-elc 

I 1.2 

4- C ' x"'-"" Il -\- ne . 

I 

-J- etc., 

et comparant entre eux les termes affectés d'une même puis- 
sance de X, on obtiendra, entre les coefficients A, B,C,D, etc., 
les relations suivantes : 



A = 




B --^ - A 



ç _ . (/?^ 4- i) mlf- mil 





2.3 


2 


Dr= 


( m H- I ) /n ' w — 
-^ ..3.4 


l]lû 


etc., 







m [ m — i)/i2 ^ (m— i^ 



avec lesquelles on déduira facilement les uns des autres les 
coefficients de l'expression 'Lx"', quel que soit l'exposant m. 
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En calculant inimédialenient les douze premiers termes, ou 



Jrouvera 

.r'"+' I 



' m + 1 ] A 



X" 



I mil . I >n{in—-i][m — o.) fi 

x"' 



L> . 3 2 <J . 5 2.3.4 

I m [m — \)[ m — 2 ) ( «i — 3 ) [m — 1\] lé 

■'" 6:7 ^ 2.3.4.5.6 

3 w(w — 0. . .(m — 61A' 



10.9 
5" 
-"- 6777 
691 



210. I 3 
35 





/7i [m — I 


.3. 


..8 

.(m-8)A^ 


2 . 
m [m — I 


,3. 


. . 10 

. ( m — 10") A" 


/n [m — I ) 


.3. 


. . 12 

[m — 12) A'^ 


2 

/7i [m — I ] 


.3. 


..■4 

(m-.4)A- 


2 
/« ( m — I ) 


.3. 


. .16 

[m — 16; A" 


2. 

m ( /» — I ) 


3.. 


. 18 

(m— i8)A'=' 



2.1 5 

_ 3617 

3o. 17 

+ 43867 

42.19 

1222277 

I 10.21 2.3. . . 20 

4- etc. -4- const., 

formule dans laquelle les coefficients exprimés en nombres 
méritent attention, parce qu'ils reviennent souvent dans la 
théorie des suites. 

Je ferai observer, avant de finir cet article, que si l'on mul- 
tiplie ix"" par h, et qu'on passe cet accroissement sous le 
signe 1, on aura l'équation 

-•'"■*■' I , I nili^ 

-x"'li-{ x"-' — etc. -4- const. f 



m H- I 2 22.3 
dont le second membre a pour limite ■ !- const., lorsque 

A s'évanouit, cas auquel 'ix'"h se change en fz'"Ax, d'après 
ce qu'on a vu dans le n" 236. 

i02. Ce qui précède fournit le moyen d'intégrer toutes les 
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fonctions algébriques, rationnelles et entières, oans le cas où 
la variable indépendante reçoit un accroissement constant. Soit 
pour exemple la fonction 

en observant que 

i(Ax' -^B.r^ -h Cx -hD) — Aix'- -h Bi,r' -^ Ci.T -j-Dix", 
et mettant pour ix\ ix\ ix et 2", leurs valeurs, on trouvera 

l(A^^ H-B.r^-4- C-r + D) = A .r' - ^'^ ^' rr^^ x' 

4 " * ' " 

A//^— 2B/J+2C li/,^_3C//-l-61) 
H , , X- H pr-j — — — ■ X -+- consf. 

4 « o // 

403. Dans l'intégration des fonctions transcendantes, je me 
bornerai aux fonctions exponentielles et circulaires. On a pour 
les premières 

A.a^ = a^{a''— i), 
d'où il résulte 

«^ = lô' [a'' — \) — [a''— I : la' 
et 



a" — I 



V04. Pour les fonctions circulaires, on a : i" l'équation 

cos A — cosB::= — 2 sin-i'A — B) sin -CA + B), 
qui donne 
A cosx = cos(.z--f- II) — cos.r^= — 2 sin - li sin ix -\- - h\-, 

d'où l'on tire 

A cos \x // 1 



. , . , , Acos^ . \ 2 

sm [x -\ — /m = ' et sin ^r = — 



2 y . I , • ' / 

2 2 

en écrivant x //, au lieu ùq x; prenant ensuite l'intégrale 
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de chaque membre de la dernière équation, on obtient 

cos i.T // 

2 sin a: = ^^ ■+ const. 

2 sin- A 

2 

s**. L'équation 

sin A — sinB = 2 sin-f A — B) cos -(A 4-B), 

donne 

A sin ^:= sin (x -h h) — sin.r = 2 sin -A cos i.v-v--h 

2 \ 2 

d*où il suit 



A sin i X // 

I , \ A SHl X \ 2 

cos X = ^ 



COS Lr + - A ) z= 

\ 2 / .1 h 



?.sin- ■ 2 sin -A 

2 



sni 



(-^") 



1 cos X = H- const. 

2 sin - A 

2 

3". La conversion des puissances de sinus, de cosinus et de 
leurs produits, en fonction de sinus et de cosinus d'arcs multi- 
ples, ramènera aux deux formules précédentes l'intégration 
de la fonction générale sin x" cos .r", lorsque les exposants m 
et II seront des nombres entiers positifs. 

En effet, cette fonction sera changée en une suite de termes 
de la forme A sin qx, ou A cos qx, dont les intégrales se dé- 
duiront de celles de A sin x et de A cos x en écrivant qx et çA, 
au lieu de x et de A; et il est facile de voir que l'on aura en 
général 

C0s(/^-4-^^— ^fyA) 

^ sin [p -+- qx) = — ■ -f- const., 

2 sin - qh 
2 ■* 

sin [p-\- qx qh \ 

1 cos {p H- qx) = ^^ '- '- -h const. 

2 sin- qh 
2 ^ 
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403. L'utilité dont est l'expression de s m, pour la somma- 
tion des séries, a porté les Analystes à s'en occuper beaucoup, 
et ils sont parvenus à lui donner plusieurs formes très-élé- 
gantes: Euler la fit dépendre des coefficients différentiels de u 
et de l'intégrale fudx. On arrive à ce résultat en parlant de la 
formule 

d z h d^ z h' d' z k 
àz = 

qui donne 



àz = - h-j— ^-i— 3 5 -H etc., 

d jf I d .rM . 2 d xM . 2 . i 



h ûz //' d=2 lû à' z 

I ÛX 1.1 ÛX' 1,2.5 <\X^ 

Si l'on fait ~ = u, il viendra r = fudx et 
dx 

/ ndx=^ hiu-\- y.li'^ -i l-fî/i' 5: -j h etc., 

■^ d.r d.r^ 

en représentant par a, p, y, etc. les coefficients numériques; 
on tirera de là 

' /■ 1 j du . ,, d'?< 

z« =T , r^d^ — x/ti-i ^h^'^-i etc., 

h -^ dx ' dx-" 

, , du d- u 

expression qui, par le changement de u en — ? -z — ^, etc., con- 
duit aux suivantes : 

du i j d- u , ,, d^ u 

1 -i- = -j H — 7.hi - — — è/t^i etc., 

dx h dx- dx^ 

d- u 1 d II , d^ u , , d* u 

1 = — y. ni ■ — 6 /i^ z etc. 

dx- h dx dx' ' dx'* 

d^u i d^u , d' Il ^ ,, d^u 
i—-=j-— — oLhi'j~-ph'i'r—— etc. 
dx^ Il dx- dx' dx'' 

etc. (*), 

du d .lu 

(*) On lorme aussi ces expressions en observant que S — = — , > ce 

^ ^ dx dx 

qui se prouve ainsi : on a d'abord d A u = Ad u , puisque 

d^u — dli{Jc^}i) — {{x]]^[r{x-^h) — {'{x]]dx, 

Adu = Af'(x)dx= [t'(jH-/<) — '''(^)]dx; 

fl ensuite, si l'on pose Su = U, ce qui donne u = A U, il vient 

du = dAU= AdU, 
d'où 

ldu — l^dli = dV — dlu. 
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avec lesquelles on éliminera successivement de la valeur 
de s M les fonctions 

d u d- Il d' n 

--r-» 2-^^, 2-—;, etc.; 
d jc d ^- d x^ 

01 il est aisé de voir que le résultat sera nécessairement de la 
forme 

2// — - luAx 4- A« 4- BA -i hCA^ -; h (^tc. 

h^ d .r d x' 

La détermination des coefficients A, B, C, etc., s'opère ici 
comme dans le n° 301, par la considération de la fonction par- 
ticulière e^, pour laquelle on trouve 

e'' . , d^.e' 

Ic^ =r —, , / e'd:r = e', -, ~ e', 

e'' — 1 -^ d^'" 

d'où il suit 

1 I 



e''— I - A 



-h A 4- BA + CA' H- etc., 



ce qui montre que les coefficients A, B, C, etc., ne sont autre 
chose que ceux qui multiplient les puissances de A dans le 

développement de la fonction —j^ -, réduite en série ascen- 
dante par rapport à cette lettre. 
Si l'on met pour e'' — i sa valeur 

- H h 5 -\- etc. 27 , 

1 1.2 I .2. O 

il ne sera pas difficile de calculer au moins les premiers coef- 
ficients A, B, C, etc. : on trouvera 

A — 1 B=^ — 1 C — o, D = , E — o, eic, 

2 12 'J20 

et par conséquent 

I ,, , I A d u h^ d' u 

lu = -=- aux u -\ -, ■ — ■ - — : ■+■ etc. ( . 

/< "^ 2 1 2 d^ 720 a x' 

(*) Tous les coefficients des puissances paires de h sont nuls; cela est 
prouvé, ainsi que la loi générale des autres, dans le Traité in-'|°, t. lU, [>. loG 
et suiv. 
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iOO. On obtiendra de la même manière et sans plus de diffi- 
culté les intégrales iiu, ou l'it, ii'u, ou l'u, et en géné- 
ral !'"«; car la formule 



A'" r. 



An, ^ fl'n+l 7. fl"'+' Z 

(\x"' da:"'+' ' d^""^' 



conduit à 

z = h"' 1'" -^ -f- a /r-^^ I'" -^ ^ H- fi A"""' i" -7 — --; + etc. 

à'" z ' 

Faisant ensuite -r— = u, on aura z — /"'i^dx'", et par conse- 

OiX"* 

q lient 

\ „ , i\u , , d* ^^ 

i" ;< = -^ r™ a fl jr"' — a // S'" -i 3 /i^ I"» _ etc . , 

A""^ dx dx- 

(1 ?« d^« ,. , 

où l'on mettra successivement -r— î ^-^, etc., au heu ue u, 

\\x d x^ 

pour obtenir les valeurs 

dx A'"-'' dx' dj;' 

dj:' A""^ dx^ dx* 

etc., 

d« d'?< , ,, 

à l'aide desquelles on chassera i'" ^i ""'T~2' ''^'^•' ^^- ' ^'^" 

pression de ^J"u. L'équation finale pourra être représentée par 

f A 

T^ / d ?< , . , . d- u 

-+- ^ M -4- PA -; r Q A -T— „ — etc.; 

(\x (IX- 

et lorsqu'on fera u = e', elle deviendra 

(e*— i)"' ~ F "^ A"— "*" A"— ^' A 
-hN + PA-T-QA'-f- etc: 
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les coefficients A, B,. . . , M, M, etc., sont donc encore ici ceux 
qui multiplient les puissances de h dans le développement 

de -j—, r ; et de là résulte, entre les intégrales et les puis- 

(e"— i/" 

sances négatives, une analogie qui n'est que la continuation de 
celle que les différences ont avec les puissances positives, en 
sorte que l'on doit regarder les intégrales comme des diffé- 
rences d'un ordre dont l'exposant est négatif. 11 est visible, en 
effet, que, d'après ce qu'on vient de voir, on peut poser 

( -'' 



1% 



pourvu qu'après le développement on change les puissan- 

duP di'it . , d-Pu , , 

ces-, — - en -j — en observant que dans , = d-''uduP, d-'' 
dxf dxi' ^ dx~P 

équivaut à '>, ou bien encore écrire 

A, \~- 

e'^' —i) u, 

expressions qui se déduisent de celles de ^"'u (391), en affec- 
tant l'exposant ni du signe — (*). 

407. L'intégration par parties se pratique sur les différences 
aussi bien que sur les différeniielles. Soient P et Q deux fonc- 
tions quelconques de x; on fera 

iPQ = QlP 4-2, 
z étant une fonction inconnue de la même variable; et prenant 

( *) On a de même, par le seul changement du signe de u, dans la l'ormulc 

• /i* = [1 (i 4- ^) " ", l'expression des intégrales aux différentielles, savoir : 

dx" 

„ /"«da" = [l(i -^\)]~"u, en changeant \~' u en 2*«. Par là on obtient 

quatre formules, qui se réduisent à deux, en ne déterminant pas le signe de it, 
( Vo; . le Traite in~'i",l. III, p. loi.) 
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la différence de chaque membre de celle équation, on auia 

PQ=:(Q-+- aQ)2(P + aP)-Q-P^ ^z: 

développanl et réduisant, en observant que Q2AP=^PQ, il 
viendra 

o = \Qi{V-^ ^V)-{- \z, ou A:: = — a02(P4- aP), 
et par conséquent 

2 = — zaQ-(P + aP), 
puis 
(A) zPQ= QsP — 2AQ2(P + aP), 

formule qui devient 

(i) 2PQ=QsP-2aQ2P,, 

lorsqu'on écrit P, pour P h- aP. 

Si dans la formule (A) on change Q en aO, P en 2:P,, cl 
qu'on observe que 

2P, + ASP. =:Z(P, + aP.) = :^P., 

on en déduira 

iaQsP, = aQi^P, — SA^Qi'P,, 

et la formule (i) deviendra 

(2; -PQr=02P — aQi^P. -MA^Qi^P,. 

Changeant ensuite dans l'équation (A), Q en A-0, P en i-V,, 
puis remarquant que 

2'P, + AS'P, = i-P,, 

on trouvera 

lA^Qs'P, = A Qi^P, — iA^Qs^P,, 

cl ia formule (2) deviendra 

iPQzzrQ-P — aQz^P, + A=Qi^P,— SA'Q-'P,, 

ce qui conduit à l'expression élégante 

-PQ =z: QiP - AQi P, -f- A Qs p. 

-■ A'Qi*p34- A'Q^'P^ — etc.. 
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donnée par Taylor, (huis les Transactions pliiloso/thiques, 
n" 353, année 17 17. 

Si l'on y met pour P,, Pj, Pj, etc., leurs valeurs en P, ei 
qu'on elfeclue les intégrations (jui deviennent possibles, elle 
se fliango en 

ïPQ = Qvp_ aO(i4» + iP) + y(}V\*^ivV^^iV) 
— Anj(iq»4-3^=P4-3^'P + ^Pj 4- etc. 

C'est sous celle forme que (londorcet l'a présentée dans son 
Essai sur l'.ipplicdiion de l' hialyse à la probabilité îles déci- 
sions, page iG3. 

Elle s'arrête toutes les lois que la fonction Q mène à des 
différences constantes dans un ordre quelconque; et si lj 
fonction P est susceptible d'un nombre suffisant d'intégrations 
successives, on parvient à l'intégrale exacte de la fonction PQ. 

Application du calcul des différences à la sommation des suites. 

i(!8. Dans une suite quelconque 

a, a, , //,,..., //„_, , i/^, 

le terme général a„ peut être regardé comme la différence de 
la fonction qui exprime la somme des termes qui le précèdent, 
en sorte ipie si l'on fait 

a H- '/, -f- //,,..., -i- a,.-, = S,,-., , 
on aura 

aS„_, = //„ et S„_, = lu,, (394). 

Il suit de là que la somme entière, en y comprenant le 
terme général, sera 

Un voit aussi que S„ résultant de S„_, par le changement de n 
«n w -f- 1, l'expression de S„ peut se déduire de la même ma- 
nière de celle de iu„. 

Si donc f(j;) désigne le terme général d'une série quel- 

Laluoix, Culc. di^'., \\, A 
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conque, dans laquelle la différence de la variable indépen- 
dante soii h, la somme de celle série, que je représenterai 
par Sf(x), sera 

Sf(x)= sf(,r) + f(a;), 

ou bien s'obtiendra en mettant x-^ h au lieu de x, dans 2f(a:); 
et il ne faut pas manquer d'ajouter au résultat une constante 
arbitraire. 

Lorsqu'on ne demande la somme de la suite que pour des 
valeurs entières de l'indice, la constante arbitraire étant alors 
une véritable constante (395), se détermine comme celle des 
intégrales aux différentielles. Si l'on fait commencer la suite 
au terme correspondant à l'indice .r = a, et que l'on ait en gé- 
néral 

Sf(:r) = ^[^) -+- consl., 
il faut que 

F(rt) + const. ^= f {«), 
d'où 

const. = {[a] -Y [a) et S f(^) = F (x) - F(r/) + f («). 

Si Ion arrête la suite au terme correspondant à l'indice 
X = rt -+- nh, il viendra 

{[a)^{[a + h] +f(rt-H2A). . .-^î\^a + nli] 

= F(rt-^«A)— F(a) 4-f(«), 

ce qui se réduit à 

ï[a + A ; + f (r/ + 2/i ) . . • -H f (rt -4- hAI = F [a + nli ) — Y [a], 

et montre, comme on devait s'y attendre, que le terme f («) ne 
fait point partie de la somme Sf(^), prise entre les limites 
x = a et x = a-i-nh, mais que si l'on veut englober ce 
terme, il faut prendre la somme depuis a: =: « — A jusqu'à 
x = a-{- ?ih {*]. 



("^ Dans le texte, je me suis conformé à la notation adoptée par Euler^ 
(Voy. Instituliones Calculi dijferenlialis, vol. I, cap. 2, §§ 53 et 59.) Il donne à S 
le nom de terme soniniatoiic, et ne comprend point dans la quantité qu'il a dési- 
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409. Venons maintenant aux applications. On déduira des 
formules du n" 398, 

S^(x + h) [x -t- ih). .. .[^+ [m — i)A] 

X [x -\~ h) x{x -^ ih) . . . . (^ H- mh ) 

- (/n+i)A + ^'^''^'•' 

S 



x{x + h) h[x + h) [x -^ [ni — i)h] 

— I 

~ {m—i)/i{x-\-h}{x-{-'2/i).:..[x-^{m--i)/i "•" '"^"^^ • ' 

expressions au moyen desquelles on obtiendra les sommes 
des séries directes et inverses des nombres figurés (*). 
Pour les premières, dont les termes généraux sont 

X x(x-{-j) .r(.r + i](.r + 2] 
I 1.2 1.2.3 

on fait A = I, et successivement m— i, /n= 2, etc.; il vient 

^^ X .r ( :r 4- 1 ) 

3 - := h const., 

I 1.2 

^x[x + \] x[x-\-i]{x-^-i) 

s — 5^ '- = — ^ '-\ H- consl., 

1.2 1.2.3 

x{x+\)[x + -2.) x{x + \){x-hl){x-\-?,] 

Î5 5 ^= r— 7 1- consl. 

1.2.3 1 .2.3.4 

etc., 



gnéepar s (cap. i, § 26) la différence dont elle s'accroît. Suivant cette conven- 
tion, la fonclion S « est celle qui s'accroît de u, quand X se cliange en :r-i-Aj; 
mais Laplace, dans sa Mécanique céleste, ayant fait un usage continuel de la 
lettres pour indiquer la somme complète, il a été suivi parles autres géomè- 
tres ; et si l'on fait « -t- nft = t, la somme 

f(<7)-|- {{a + h)-^ ({a-h2h). .. -l-f(i) 

/, 
sera représentée par S f (^). 

(*) Voyez pour ces séries le Compl. dcsÉlém d'Algèbre. Il est bon de remar- 
quer qu'elles sont identiques avec les coefficients des puissances de z, daiib le 
développement de (1 -i---)"^' 

4. 
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OU l'on peut supprimer les consianles, parce que loiUes ces 
expressions s'évanouissent quand x=^o. 
Passant aux séries inverses, dont les termes généraux sont 

I 1.2 1.2.3 

etc. , 



X x[x-\-i) X [x -\- \) {x -\- ■?.) 

on trouve la seconde formule en défaut poin- la première 
série, à cause du diviseur i — i ; mais pour les autres, on a 



1.2S — ; :^=- ' 1- const., 

x[x-^i) x-\-i 

I . 2 .38 — ; r- : = — : r + COUSt., 

X [X -[- l) {X -\- ■2.) [X+\)[X -i-l) 

etc. 

En déterminant les constantes pour que les sommes par- 
tent du premier terme, qui est l'unité dans chaque série, on 
trouve les expressions 



I x+i 2 [x + i) ix -A- 1) 



■) etc., 



' . . ,23 , . ,^ . , 

OUI, se réduisant a -•, -■> etc., lorsque x est n)iini, doinicnl 
12 

les limites des séries 



I » I 

3 D 10 

I I I 1.2.3 

I + y H 1 • • • H ; — r H- CIC, 

4 «o 20 X [x -{- l)[X-[-1} 

etc. 

410. En mettant x + h au lieu de x, dans l'expression 
de -x"" (iOlj, on obtiendra de même ^x'", c'est-à-dire la 
sonnnc des séries 

1,2,0 ,...,.Z". 

Si l'on développe en particulier S.r% et qu'on fasse // = r, il 
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viendra, après les réductions, 

?. ^' + 3 .r- -+- 

Sx' = — 



53 



(i 



pour la somme de la suite des carrés i, 4, 9, . . , .v\ 
411. On conclura des n"' 403, 404, que 



Srt' = -; 1- const. 

a'' — I 



cos 



('-i") 



S sin X = ^ H const., 

2 sin - Il 

2 

sin I .r H — h 

S ros X = -^ '■ — - + const. 

2 sin -h 
2 

Pour obtenir, jjar exemple, la somme delà série 

sin «, siii(rt + A),.. , sin (a + «A), 

il faudra prendre S sin x, depuis x = a — h jusqu'à x = a-\- nh 
(408), et il viendra 

(•os(rt h\ — cos(rt+«A + -A I sin (a+-n/i jsin -i^«+i)A 

2sin-/t sin - /i 

2 2 

L'expression générale de lu du n° 405, donne pour S« la 
formule générale 

I ^ , I h (\u li^ d^ H 

bu = -T uûx -\ — Il -\ ; 3 — - + etc. + const., 

II ^ 2 12 ux '■jlOÛX^ 

dont on trouvera plus loin (435] une application remar- 
quable (*). 

( * ) On tire aussi de là 

, /^ I \ h' au h' d'u 
/udx = /j( lu -i u 1 ; i i — ; — etc. + coust 

■' - \ -2 / 1 2 d J- 7 20 d r' 

série qui peut remplacer avantageusement la formule (III) du n° 255, et dont 
on calculera la valeur entre les limites assignées à l'intégrale /udr. 

Si Ton fait usage des signes indiqués dans la note du n° 23'2, u sera rem- 
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De l'intégration des équations aux différences à deux variables. 

412. Jusqu'ici j'ai supposé que la différence de la fonction 
cherchée était donnée explicitement par la variable indépen- 
dante; je vais maintenant m'occuper des cas où l'on a seule- 
ment une équation contenant cette fonction, ses différences, 
la variable indépendante et son accroissement. Si la fonction >• 
dépend d'une variable x dont l'accroissement soit constant, 
l'équation proposée sera comprise dans la formule générale 

F {x, y, A )•, A'r, etc.) = o, 

Il est à propos d'observer que l'on peut en faire disparaître 

placé par f(j-); a et tdésifjnant les limites de l'intégrale cherchée, /i 2f 'jr)-t-- f(x) 
«levicndra, par le n» 59'5 , 

// |r;«)-(-r(rtH-A) _Hirrt-i-(n— i;//]-i-i[f(A) — If")]} 

= • -^f(«) -<-i-(«-i-//) -,-f>-+-^i — i) fil -H ^ !■(/•')!' 

ce qui n'est autre cliose que la première ligne de la formule (IH), n"^ 2')^ 
et 237, à quoi il faudra ajouter les termes 
fi' fi' 

[f'.'J _l'(„)-j^ îr'(h) — f"'U)]- CIC. -i-C0/i5/. 

L'expression de S u est due à Euler, comme celles des n°^ 2ô0-ilôo ( V'oy. lusU 
tutiones Calculi dif/erentialis, pars II, cap. V, § 109, et Insl. CalcuJi inlegralis, 
vol.I, sect. I, cap. VII); celle de /udx se transforme utilem(?nt quand on y sub- 
stitue, au lieu des coefficients différentiels, leurs râleurs en différences (392). 
Le résultat, comme ceux du n° ô88, peut s'appliquer aux fonctions dont on 
n'a pas l'expression analytique, mais seulement une suite de valeurs numéri- 
ques. {Voy. le Traité in-40, t. 111, p. 182 etsuiv.} 

On voit encore dans cette formule, comme à la fin du n° 401, que plus la dif- 

(érence fi est petite, plus en général fiiw approche d'être égale à I "H-^", e."i 

Ja 

sorte que cette dernière est la limite de l'autre; mais cela snpj)Ose que le terni* 

suivant — - uh n'est pas comparable au premier. ( Voy. la Nouvelle Théorie de 

l'action capillaire, par M. Poisson, p. aSi, ou le 20* cahier du Journal de l'Ecole 
Polytechnique, p. i;j.) 

M. Gauss, dansle t. HT, des Commentationes Societalis Gotlingensis recentiores, 
ann. i8i4-i8i5, a traité avec beaucoup d'étendue le même sujet, sur lequel 
M. Poisson est revenu dans le t. VI des Nouveaux Mémoires de l'Académie des 
Sciences, 
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les différences ■:^y, a )•, cic, en les remplaçant par les valeurs 
consécutives de y, puisqu'on a 

Av = ^)-, — .r, y-r—}\— 2r, -h.>% etc. (377) ; 

et le résultat prendra la forme 

F {.V, r,r,, j-2, etc.) = o, 
dans ln(|uelle on voit que toute équation aux différences fait 
connaître la valeur de la fonction cheicliée, par le moyen d'un 
certain nombre de valeurs antécédentes. 

Si l'équation était du premier ordre, par exemple, on 
aurait j'i, par le moyen de )'; si elle était du second, on en tire- 
rait n, exprimé par j, et par )•, et ainsi de suite. 

Il est facile de s'apercevoir qu'une équation quelconque 
aux différences équivaut à une série, dans laquelle on obtient 
chaque terme par le moyen de sa relation avec ceux qui le 
précèdent et avec l'indice qui marque le rang qu'il occupe. En 
effet, lorsqu'on a, par exemple, ^-2= f(^, j, j,), on en déduit 
rs = f (x4- h, ri, j\.), y'4 = f (-^ + a/t, j,, jj), etc., h désignant 
l'accroissement de a:, et l'on forme ainsi la série 

X' X» T^' J" }'*> <?lc., 
au moyen de ses deux premiers termes. 

Ce cas particulier suffit pour montrer que dcms la série ré- 
siiltp.nte d'une équation quelconque aux différences, il y aura 
toujours autant de termes arbitraires quil y a d' imités dans 
t exposant de l'ordre de cette équation. 

il3. On peut changer toute équation aux différences en une 
équation différentielle d'un ordre infini, en substituant, au lieu 
de ^r, a'j-, etc., leurs développements d'après le n° 391; et il 
n'est pas moins évident que l'on convertirait aussi toute équa- 
tion différentielle en une équation aux différences d'un ordre 
infini, en remplaçant les coefficients différentiels par leurs 
développements tirés de la formule du n° 392. 

Il ne paraît pas que ces transformations, qui ont l'inconvé- 
nient d'introduire un nombre infini de termes, puissent être, 
en général, fort utiles pour l'intégration des équations; mais 
elles sont très-nropres à faire sentir ce qui distingue le Calcul 
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différentiel du Cnlrul aux différences. Elles prouvent que, pnr 
la nature de ce dernier, les différences de la variable indépen- 
dante doivent être nécessairement déterminées; car si l'on 
avait une équation entre 

X, y, A.r, ^y, A-]-, etc., 

dans laquelle l'accroissement A.r demeurât indéterminé, f|u'(iii 
1:1 développât suivant les puissances de ^x, Ar% A'r, etc., ce 
qui lui donnerait la forme 

AA.r H-RAr ) 

-f- CAx- h- l)A.rA)--f- EA_r- + Fa-)- - = o, 
-^ etc. ) 

on y pourrait substituer, au lieu de A)-, A'>% etc., leurs déve- 
loppements; et comme A^ y resterait encore indéterminé, il 
faudrait que les coefficients des diverses puissances de cet ac- 
croissement s'évanouissent d'eux-mêmes. On obtiendrait ainsi, 
entre les variables x, y et leurs différentielles, un nombre 
infini d'équations qui devraient s'accorder entre elles, pour 
que la proposée signifiât quelque chose; el, dans ce cas, elle 
ne serait équivalente qu'à la première de ces équations, dont 
les autres deviendraient les diffihenliclles successives. 

En ne supposant l'équation aux différences que du premier 
ordre, ce qui la réduit à 

AA5:-i-BA)-+-CAx=-t-DA.rAr4-EA}-=-hetC. =o. 



et prenant 



il vient 



dy Sx d^ylx- dy ix^ 

Ar= -f h x^, H ^-h, o -^ etc., 

(IX I a^'i.2 ûx^i.-2.6 



d^' I 

d^f ax I 

) A.r / A^' + etc. r= o, 



+ A I -T-C 

B d'y 



.1 dx^ 
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d'où l'on lire 

B -; h A =r o, E -^, -h D -j^- -^- (, H --i^ — o, otr 

(l.r d.x- d.r I . 2 d.r' 

et si cette suite d'équations ne peut avoir lieu, la proposée no 
pourra se vérifier qu'en assignant à àx une valeur pariicu- 
lière. 

414. Ces préliminaires posés, j'entre en matière par l'inté- 
gration de l'équation générale du premier degré et du premier 
ordre. Je suppose que la différence de la variable x, ou ^x, 
étant I, on ail l'équation A)'-|-P/=Q, analogue à l'équation 
différentielle traitée dans le n° 285; un procédé semblable à 
celui du numéro cité conduit à l'intégrale de la première. 

Si l'on l'ail >■= uz, il viendra 

re qui cbangera l'éciuation proposée en 

iilz -h -:^ti -\- A /< A :: + P «; — O ; 
ei i)Osanl séparément 

2A ?/ -! P«-3 — o, ou A//-t-Pif = 0, 

il restera 

ulz -f-Af/A- = 0, 

d'où l'on tirera 

O _ O 

el z. 



H + \ll II -r- A «£ 

la question se réduit donc à intégrer l'équalion 

A i/ + P?< = G, 



dans laquelle on peut séparer les variables, en lui donnant la 

forme — = — P, puisque 
u 

Soit u z=i e'; il en résultera 



forme — = — P, puisque P est suppose ne contenir que x. 



Mi=r.e'[e^'-x) et ^=^A'_i = -P, 
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('.'où l'on tirera 

e^' = i—¥, A/=:l(, — I»; 01 / = -l(i.-P). 

Mais la .somme de.s logarithmes de la fonrlion i — P répond au 
produit continuel des valeurs successives que reçoit i— P 
entre les limites de l'intégrale, c'est-à-dire à 

(i - P._, ) ;i - P,_,] ;i - P,_, ) . . . (i_ p,) ( 39i) ; 

X 

si l'on désigne ce produit par [i — P;r_,], l'exposant jr mar- 
quant le nombre des facteurs, on atu-a 

/=--l[i-P._,]. 
d'où l'un conclura 

« = e' = [i-P,_,]; 
et si l'on fait attention que n -^- Au = ?/, , on obtiendra 

u-hAu=[i — Px] et z = ^- — ^:TT' 

ce qui donnera enfin 

O 



r---[i-p._,; 






la cuiislanle arbitraire étant comprise dans l'intégrale indi- 
(juée. 

C'est à peu près ainsi que Lagrange, qui le premier fit voir 
l'analogie que les équations aux différences du premier degré 
ont avec les équations différentielles du même degré, a inté- 
gré, en 1761, réquation traitée ci-dessus; il applique en- 
suite son résultat à l'équation Vi = RjrH-Q, qui revient 
à r-t- Aj'=: Rj'-i- Q. En comparant cette dernière avec 
A/-Î- Pj"~- Q, on a P = I — R, i — P = R, et par conséquent 



Quoique. le développement du produit [i — P^_,] semble 
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supposer que la différence de ^- soit égale à l'uniié, on peut 
néanmoins conserver l'expression précédente, lorsque Sx = /i, 
en concevant qu'elle répond à 

j — P,_/,) (i — ÎV-../0 (i — Px-./,) etc., 

ou bien transformer l'équation proposée en une autre, en fai- 
sant X — lix', ce qui donnerait A.r = /ia.t' et Sx' — i. 
Lorsque le coefficient R est constant, on a 

et s'il en est de même de O, l'intégration indiquée s'effectue 
facilement : on obtient dans ce cas 

v_0_-^o.R-.-,_QR— '_ Q ,4031 



et 

O 



R^ 



const. 



.R^{i — R) 

En général, la valeur de j' pourra être délivrée du signe d'in- 
tégration toutes les fois que Q sera une fonction rationnelle et 
entière de x. 

415. C'est la méthode donnée par d'Alembert, pour les 
équations différentielles du premier degré, et dont j'ai fait 
connaître l'esprit (320), que Lagrange a d'abord appliquée 
aux équations de ce degré et d'un ordre quelconque aux diffé- 
rences; mais j'emploierai ici le procédé par lequel il est revenu 
sur ce sujet en 1775, et que j'ai déjà exposé, d'après lui, pour 
les équations différentielles. 

Premièrement, la valeur complète de j x satisfaisant à l'équa- 
tion 

(A) yx+n + Px y'x+u-x -H Qx jx+H-2 . . . -i- Ux y\ ~ o, 

d'un ordre quelconque et du premier degré par rapport à la 
fonction jx, s'obtient comme celle de jdans le n° 309, lors- 
qu'on en connaît un nombre n de valeurs particulières; car il 
est clair que si 

) z, y X, y X,' " 
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sont des fonctions de .r qui satisfassent sépcirémeni à l'rqiia- 
tion (A), l'expression 

Vx = y- y X + y^' y x -f- '- y x -f ■ etc. 
y satisfera pareillement, sans détermination des constantes C, 
C", G'", etc. ; et quand le nombre de ses termes, supposés ab- 
solument irréductibles entre eux, sera n, elle sera l'intégrale 
complète de cette équation, puisqu'elle renfermera n con- 
stantes arbitraires. 

Secondement, l'équation 

qui a, de plus que la précédente, un second membre dépen- 
dant de X seul, s'y ramène de même que dans le n" 31i, en 
regardant les constantes C, C", C", etc. comme des fonctions 
de X. Dans cette bypotlièse, l'expression 

y, = C'x y 'x + C'x y"x + 0". y"'x ^- etc. 
conduit d'abord à 

ri „.' _i_ C" »/' 1 C" t"' _i_ ptr> 

résultat qui se transforme en 

_;,-,+, = €'./.+, -h C"xy"x+. -f- C"'.y".H-. +etc. 
+ ^i^+. aC'. + /V.aC". 4-^7-"'x+.aC"',h- etc., 

en mettant pour €%+, , C"^+, , etc., leurs valeurs 

C'x + aC'., C"x + AC",,etc., 

et se réduit à 

j,+. = C'x 7 'x+; H- C"xj-"x+, + C"'x^>'"x+, H- etc., 
lorsqu'on pose 
(i;: ^) 'x+, A C'x 4- y•"x+^ A C". -f- r"W, a C", -h etc. = o, 

de même que si les quantités C'x , C"x , C'"x, etc. fussent de- 
meurées constantes. En faisant de nouveau varier :r, on obtien- 
dra 

7w. = C'x+, 7 'x+. -+- C"x4-> y"x^. + C'"x+, y"'x,.. + etc. 
= C'x/x+. + C"x/W-. -H C'"x/"x+. +etc. 
4- y'x+, A C'x 4- fx+- A C'x ^- /"x+. A C". + etc. , 
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résultai que l'on léduil à 

par la supposition de 

(-) .)•'.+. A C'.+J •".+., A C". +/".+, A (7,4- Ole. =:^o. 

Faisant varier x une troisième fois, on parvient à 

7-,^,, = C. j'.^, 4- C". j-".H-3 + C"x >'".-, + etc. , 
en posant 

(3) jW:. aC. +^^+,A(:", + j-'V,^C"'. H- etc. = G, 
et l'on continue ainsi jusiju'aux équations 

y^+,.-> = C'x y,, „_., + C"x ^> 'V„_, + C"'x .r"'x^„_, + etc. 
(«- i) _}^^„_,AC^+j-".+„_.i^C",+^)-"'.H.„_.AC'^-+-etc. = o. 

Maintenant, si,, dans la valeur de i\i+,i-i , on change :r en ;i- -t- i , 
on trouvera 

.)x+„ = C'^r'-v+n ~h C"s,r"x+n + C'"x r'"x+,. + ctc. 

-4- y.^,, A C. + j '\^n A G". + ) ^+„ A C". + etc . ; 

mettant dans l'équation (lî) les valeurs de 

J j: > } 2 + 1 > • • • ) J x + H— I > _^) x+it ) 

en observant que, par l'hvpothèse et d'après l'équation (A), 

.+ Ux^>-'x =0, 

.-f-Ux ')■"■,= o, 



r'x^„ + r.j-'.^„_, 


+ Oxys+n-. 


/ X-f-H T^ * xJ x-l-«— 1 


4- Qx^'-x^,.-. 


J X-t-H "^ -"^ -C/ X+U — 


■ -|-QxJ^+„-. 


etc., 




il restera 





( // ) )-'.-^„ A C. 4- >^'x+„ A C". + y'x-^n A C". + etc. = \x 

On conçoit facilement qu'avec le secours des équations (i), 
[i],...[ii — i), (rt), on déterminera en fonctions de x, les 
différences aC'x, aCj-, aC'^, etc. , ce qui réduira la recherche 
des quantités C, G", t'", etc., à l'intégration des fonctions d'une 
seule variable. 
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416. On ne sait pas intégrer en général l'équation (A) ; mais 
lorsque ses coefficients, au lieu d'être des fonctions de x, sont 
des constantes, que l'on a seulement 

on y satisfait en faisant 7 .t=: m'', d'où il résulte 

7 Wi = m"^' , r^+^ = '"'^'' • • • ' J ■'-•-" = '"'^" ' 

car elle devient 

(A") m" -4- P m"-' -h Q ni"— -^ R 7;?"-^ . . -h U = o, 

et se vérifie si l'on prend pour l'indéterminée i» les racines 
de cette dernière. Si donc l'on désigne par m', m", m'", etc. ces 
diverses racines, on aura (numéro précédent) 

r, = C /»'■' -^ Cm"' + Cm'"' + 

Cette expression présente, par rapport aux quantités m', m", 
m"\ etc., les mêmes circonstances que l'intégrale de l'équa- 
lion différentielle 

&>y -h P d X d"-' }• -T- Q d a- d"-\i • . . . ^ U j • d x" = o . 

II peut arriver que parmi les racines de l'équation (A"), il 
s'en trouve d'imaginaires ou d'égales entre elles. Dans le pre- 
mier cas, on revient aux quantités réelles par des transforma- 
lions analogues à celle du n° 310. Dans le second cas, pour 
rendre complète l'intégrale qui a cessé de l'être, on a recours 
à l'artifice employé dans le n" 311. 

417. L'équation (A'), pouvant être considérée comme expri- 
mant la nature d'une série dont un terme quelconque, repré- 
senté par jx+„, dépend des n termes qui le précèdent, se rap- 
porte aux séries récurrentes [Complém. des Élém. d'Jlg.) dont 
le terme général est n, et dont l'échelle de relation est 

-P, — Q,.- , -U. 

L'intégration de cette équation répond donc à la recherche du 
terme général de la suite proposée ; mais en n'ayant égard qu'à 
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la loi de sa formation, les n premiers termes de cette suite 
sont nécessairement arbitraires; et si on les suppose donnés, 
en les désignant par 

on pourra former les équations 



J'o 


= C' 


+ C" 


+ C"' 


+ etc., 


J-' 


= c m' 


4- C'ni" 


H- C"m"' 


-f- etc., 


r^ 


= C m'= 


+ C" m"^ 


-h Cm"" 


+ etc.. 


;"3 


= C'm'' 


+ C"w"' 


-h Cm'"-- 


-+■ etc., 



j-„_, = c /«'"-' -t- C" /»""-' + C" m'""-' -H etc., 

au moyen desquelles on déterminera les constantes (7, C", 
C", . . . dont le nombre est aussi égal à ;/. La résolution de ces 
équations, qui ne sont d'ailleurs que du premier degré, peut 
être simplifiée par des artifices dont l'exposition ne saurait 
entrer dans un Traité élémentaire : je me bornerai à faire ob- 
server ici que cette recherche se lie avec celle des lois des 
pliénomènes, d'après les observations. M. Libri a fait aussi aux 
équations linéaires aux différences l'application de la méthode 
indiquée plus haut pour les différentielles. 

418. Les constantes arbitraires qui complètent les intégrales 
aux différences, étant des fonctions arbitraires (395 j, ne peu- 
vent être déterminées en assujettissant ces intégrales à satis- 
faire à un nombre limité de valeurs données; car il est visible 
que toute fonction arbitraire comprend implicitement un 
nombre infini de valeurs arbitraires. Soit pour exemple l'équa- 
tion 

jx = X&(sin 27r^, cos^.TT^), 

de laquelle on doive tirer un certain nombre de valeurs 

Xo = fi, |-, = «', )-, = a", et-c. 

Si ces valeurs répondent à 

X = o, a- = i, ,r = 2, etc., 

on ne pourra satisfaire en général qu'à la première des condi- 
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lions imposées; car dès qu'on aura assigné pour 

'j (sin -y.Tzx, cos2îT^), 

une première valeur déterminée, de laquelle il résulte )o= ", 
cette valeur devant se retrouver la même pour les indices 
jc = i,^-:=2, etc., il s'ensuit que les valeurs de jj relatives à 
ces indices, sont aussi déterminées : il faut donc que les quan 
tilés données a', a", etc., correspondent à des indices inter- 
médiaires. 

Si, au lieu d'assigner un nombre limité de valeurs isolées, 
indépendantes les unes des autres, on suppose que dans l'in- 
tervalle compris entre ^ =o et x=i, l'expression j^ doive 
iournir les mêmes valeurs qu'une équation donnée y^^i'la:'), 
la question sera déterminée. En effet, s'il s'agissait de trouver 
la valeur de j qui correspond à un indice égal à un nombre 
entier quelconque m, plus une fraction n, soit commensu- 
rable, soit incommensurable, on calculerait la valeur de )■„, 
d'après l'équation ,7V= f{-^) ; etcomparantle résultatavec celui 
<iue donne alors l'équation 

1 •„ r=r X„ o ( si n 2 TT // , cos iTiu), 

on aurait, pour ce cas, la valeur de 

©(sin 17:11, fosiTin), 

(jui doit être la même que celle de 

■3 [ sin 2 77 ( m -h /i ) , cos 2 - ( /« -\- n]^, 

m étant un nombre entier : l'équation 

r^ = Xo(sin 2ïr;c, cos 277 .r) 

devenant par là 

j-„,^„z^\,„^^o[s\ni- n, cos277«), 

serait tout à fait déterminée. 

La seule condition à laquelle soit assujettie l'équation 
)j;= f(-^), c'est qu'on en tire pour Vo et pour r, les mêmes va 
leurs que de l'équation 

Vx = \'f sin 2t:x, cos 271 :i). 
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419. Les considérations géométriques éclaircissent bien ce 
qui précède. Voici d'abord comment on peut représenter par 
le cours d'une ligne, l'équation très-simple Aj = o. Si l'on 
construit, sur la droite AR {Jîg.65), menée à une distance quel- 
conque de l'axe des abscisses OX, parallèlement à cet axe, et 
divisée en parties A A', A'A", A" A'", etc., égales à A^, des cour- 
bes telles que 

ABA'B'A"B"A'"S, ACA'C'A"C"A"' T, ADA'D'A"D"A"'U, etc., 

passant par les points A, A', A", A'", et composées, entre ces 
points, départies égales et semblables, ces courbes satisfe- 
ront à l'équation Ar=zo. Cela est d'abord évident pour les 
points A, A', A", A'", etc. ; et l'on voit ensuite que, prenant 
AP = X, AP' = x- + A X, les arcs 

AL et A'L', AM et A' M', AN et A'N', etc., 

étant égaux et semblables, les ordonnées 

LP et L'P', MP et M'P', NP et NT', etc., 

seront aussi respectivement égales, et l'on aura par conséquent 
pour chaque courbe, Aj=o. 

La condition A;^=:o n'entraînant point la continuité dans 
les résultats, les courbes AS, AT, AU, etc., ne seront point 
assujetties à cette loi. Le polygone EFE'F'E"F"E"'V, composé 
de parties semblables EFE', E'F'E", etc., donne également 
A>-= o,aux intervalles marqués par A)-; il en serait de même 
d'une suite d'arcs égaux et semblables d'une courbe quel- 
conque, assemblés d'une manière discontinue, comme le sont 
les arcs GH, G'H', G" H", etc. 

Il est visible que l'équation r = & sin r cos — '- — 1 donne 

^ ^ -^ '\ Ax àx J 

lieu à des lignes qui satisfont aux conditions ci-dessus. 

420. Passons maintenant à l'équation générale du premier 
ordre a >•= F (x, j). Ayant choisi arbitrairement, ou déterminé, 
suivantles conditions de la question, le premier point B {Jig.66) 
de la courbe cherchée, comme l'équation proposée n'apprend 
rien sur tous les points correspondants à la portion d'abscisse 

Lacroix , Cale, dijf., II. 5 
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AA' — Ax, et qu'elle donne seulement l'ordonnée A'B'=j,, 
on pourra faire passer par les points B et B' une portion d'une 
courbe quelconque. Cela fall, pour obtenir la portion corres- 
pondante à l'abscisse A'A", on prendra en arrière d'un point 
quelconque P' de cette abscisse, une dislance PP' = AA' = ^x, 
et élevant l'ordonnée PM, on mènera MD' parallèle à PP' ; ti- 
rant ensuite de l'équation Aj= F [x, j) la valeur de A j pour 
l'abscisse AP, celte valeur donnera la droite D'M' qui, jointe à 
P'D' = PM, fera connaître le point ]\r. On trouvera de même 
tous les poinls de l'arc B'B"; cet arc, employé à son tour 
comme l'arc BB', donnera ceux du troisième arc B" B'", et ainsi 
de suite. 

Il est évident que l'on pourrait, par le même procédé, con- 
tinuer la courbe en arrière du point A, et que dans tous les 
cas elle satisfera à l'équation proposée, puisque les différences 
Aj=i:D'M' auront des valeurs conclues de cette équation : je 
laisse au lecteur à faire l'application de ce procédé aux équa- 
tions du second ordre et des ordres supérieurs. 

421. On n'a considéré ici les équations aux différences que 
dans riiypotbèse de A :r = const. ; mais lorsqu'on suppose celte 
dernière différence variable, le sujet prend beaucoup d'éten- 
due, ainsi qu'on s'en pourra convaincre par la question sui- 
vante : 

Trouver une fonction inconnue «p (x) de\, telle que si Von y 
chcmge x en f (x), puis en F(x), F et [désignant des fonctions 
données, les expressions correspondantes «p[f(x)j, o[F(^)], 
aient entre elles une relation donnée. 

Laplace a, par un procédé fort simple, ramené ce genre de 
problèmes à des équations aux différences où la variable indé- 
pendante ne reçoit que des accroissements constants. Pour 
cela il posef(x) = m^, F(ar] = M;^.,, m^ représentant une fonc- 
tion inconnue de la variable 2 ; et si l'on peut résoudre, 
par rapport à :r , la première de ces équations, on en 
tirera .r = f,( «.), valeur qui transformera F (^) =:«.+, en 
^^,^., =:F[f,{M,)] , équation aux différences où la variable z 
croît seulement de l'unité. Lorsqu'on saura intégrer celte 
équation, on aura l'expression de «^ en fonction de ^ ; on ob- 
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tiendra aussi ^ en fonction de z; les fonctions <î'[F{x)] et 
«p[f(^)] deviendront respectivement tf[u,+,), <f{u.], et on 
pourra les représenter par j;+, , jz , ce qui changera en une 
équation aux différences de la forme 

la relation donnée entre les deux états par lesquels doit passer 
la fonction «p. 
Je prendrai pour exemple l'équation 

pour laquelle :r =1 z<; , 2^ = «-4.,. De là, on conclut aisément 
i^;4-i = 2?/;, équation dont l'intégrale estM: = C.2= (414). 

Posant ensuite o{x) =^2, vl^-^) =Xz+i, l'équation proposée 
devient 

r.+.=r\-— 2, 

et s'intègre en y faisant d'abord 

I 



ce qui conduit à 



I, r.-«-^-^ 



I 

r. = «' + -,. 






y, = a'' '-h — 
a 



La dernière de ces valeurs est l'intégrale complète, puisqu'elle 
renferme une quantité arbitraire a; et l'équation C. 2' = ^, 



donnant 2=-' =:= -7=; 5 on aura 
2L 



j.:=<j,(^) = a-^^-4-« '^, 



résultat qui revient à 



,2C 



si l'on pose b =a^^. 
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II faut remarquer que les conslanies a et C sont des fonc- 
tions qui ne changent pas quand z devient z -h i (395), et par 
conséquent lorsque x devient ix. 

422. Combinant toujours chaque nouveau point de vue sous 
lequel les grandeurs peuvent être envisagées, avec les précé- 
dents, les Analystes considèrent encore des relations entre les 
différences et les coefficients différentiels des fonctions incon- 
nues; et de là naît le Calcul aux différences mêlées. 

Les équations 

dr , 

d A 1" d r , 

dans lesquelles a, b, c désignent des constantes, et oùA^= i, 
sont les plus simples de ce genre. On satisfait à toutes les deux 
en posant y=^ Ce"'': la première se change en 

m -^ a[ e'" — \]-{-bz=o, 
et la seconde en 

m ( e" — 1 ) + ain -i- b [e'" — i ] 4- c =^ o. 

La discussion de ces transformées et l'examen de la nature 
et de l'étendue des intégrales qui en résultent, sortent des 
limites que j'ai dû me prescrire ; je n'ai voulu seulement que 
marquer la place de ces nouvelles recherches (*). 

Application du calcul intégral à la théorie des suites. 

423. L'intégration des différentielles à une seule variable 

(*) On trouvera plus de détails dans le Traité in-4°, tome III, chap. 8. 
J'obseryerai seulement que le Calcul aux différences mêlées, indiqué d'abord par 
Condorcet, traité ensuite par MM. Laplace, Paoli et Poisson, répond à des ques- 
tions de Géométrie résolues antérieurement par Euler, qu'ensuite M. Rabhage 
s'est occupé de ces questions et de celles qui sont comprises dans l'énoncé du 
numéro précédent, en les présentant comme une nouvelle branche d'analyse 
qu'ilnomme Calcul des fonctions {voj'. les Transacl. phil., années i8i5 — 16 — 17, 
et un article fort étendu, inséré par Augustiis de Morgan dans VEncyclopœdia 
Metropolilana). Cet écrit de M. Augustus de Morgan renferme de nombreux ra})- 
procliements entre le calcul des fondions et les hautes branches de l'analyse. 
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ayant conduit à des séries, on en a conclu qu'on pouvait re- 
présenter une série par une intégrale ; et comme on a des 
méthodes pour calculer, au moins par approximation, la valeur 
d'une intégrale entre des limites données (*), on a cherché à 
remonter d'une série à l'intégrale dont elle est un des déve- 
loppements. C'est par ces considérations qu'Eulera créé, pour 
la sommation des séries et la recherche de leur terme général, 
des méthodes très-ingénieuses dont voici quelques exemples! 
Soit d'abord 

a -4- S 2 « -!- S , n a -+- S 

7- X H -r xK . .H ^ X" -+- etc. 

«-f- 6 la-i- b lia ^ 

la série proposée; on multipliera par /^x*" les deux membres de 
l'équation 

a-l-S 2a-L-.8 , na-f-S 

o ■ . «-*' I . *A/ • • • ; . vv ^ 



et passant ensuite aux différentielles, on aura 

,, , p(i-4-r) (5c-f-S]^'"d^ p(/^-t-r)(/^a-^ 8'!^"+'•-'d^• 
»d [SX') =-^--> '-^ T^ . . .-^^ '-^ '- , 

' "^ ' a -\- b na-h b 

Le facteur Jia + b disparaîtra du dénominateur du terme géné- 
ral, et par conséquent de tous les autres, si, quelle que soit n, 
on a p[n-\-r) =^ na ~- b : on fera donc 7ip = na, rp = b, 
d'où 

b 
pz:=a, r=-5 

ce qui donnera l'équation 

( ^\ 

Ax \ i J \ r I , , I > 



dont le second membre ne renferme plus de dénominateurs. 
De nouvelles opérations, semblables à la précédente, feraient 
disparaître les facteurs qui resteraient, si le dénominateur en 
contenait plus d'un. 

( *) Yox- la note de la page 53. 
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En multipliant la même équation par px'dx, et prenant en- 
suite l'intégrale de chaque terme, il viendra 



pafx''&\sx 



h\ h 



n-\ Hr 



. .-+■ 



a-\- b-h ra ' ' ' na-\-b-\- ra 

le facteur na-f-3 du numérateur disparaîtra si l'on fait 

npa y. = Jia, ^pa = b -r- ra, 
d'où il suit 



— î 



/; h 



"d 



y. a 






et par conséquent 



On tire de là 



"AXsx^h^x''- 



/» è _ /3 



'Itr-. 



I — ^" 



42i. Dans la série que j'ai considérée ci-dessus, le nombre 
des facteurs, soit du numérateur, soit du dénominateur, était 
le même pour chaque terme; mais il est une classe de séries 
qu'Euler désigne sous le nom dliyyergéométriques , dans 
laquelle ce nombre augmente d'un terme à l'autre : la série 



b){:ta-hb] 



P)^ 



b] 



'.-r-b 



SI." 



est de cette classe. On va voir que leur sommation se ramène 
à l'intégration d'une équation différentielle. 
En multipliant les deux membres de l'équation ci-dessus 
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par/^.r'", ei prenant leurs différentielles, on obtiendra 

dx {a-}-- b) 

^ /^(Ai + r)(a + p)...(na + p) ^„^^_, 
(rt-i-6).. .(na-i-6) 

On fera disparaître le facteur na + 6 du dénominateur, en po- 
sant 

np -h rp = na ■+- b, 
d'où 



np = na, rp = b, 

b 
p = a, r--=-. 



( - 
« d V sa:" 



r , 



d^ -^--P)-^ -^ __^^ ^ ... 

(a4-P)...(/la+P) ^,_,^^: 

'^' [a-^b)...[[n—i)a-hb] 

En multipliant ce résultat parp^% et prenant l'intégrale de 
chacun des membres, on trouvera l'équation 

a-i- b-i-ra 

/^«( a-4-p )...(7?a-f- P) "-i-^-^'- 



na fx'(\\sx j — , 

' -^ ' a-i-b 



[na -h b -^ ra) [a ->r b) . . .[[n ~ \)a -r- b] 
et le facteur nv. -i- p disparaîtra du numérateur, si 
npa en. -{- pafj = na -h b -^ ra, 



ou Si 



I S b 

/? = -, r=r.^ 

a y. a 



Mettant ensuite à part, dans le second membre, le facteur 



/= 



commun x'^- , il viendra 



a 



s. b f b 



x"- " d \ SX" 





\'- 


(a + p)^ 




a~h b 



(a -h 6) . . .[(/i— i)rt H- 6] i' 
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La série comprise entre les accolades du second membre de 
ce résultai n'est autre chose que la proposée dont on a ôté le 
dernier terme*, et à laquelle on a ajouté l'unité : on conclura 
donc de ce qui précède, 

En différentiant cette équation, on la délivrera de l'intégra- 
tion indiquée dans le premier membre, et l'on obtiendra 
l'équation d'où dépend la somme cherchée. 

Cet exemple montre comment on opérerait sur d'autres cas 
plus compliqués de la classe des séries dont il fait partie, en 
observant que chaque différentiation offre le moyen de faire 
disparaître un facteur du dénominateur, el chaque intégration 
un facteur du numérateur. 

425. Si l'on faisait abstraction du dernier terme, on aurait, au 
lieu de la somme particulière , la limite de la série considérée 
à l'infini, ou la fonction génératrice de cette série ; car il est 
visible que les procédés ci-dessus sont inverses de ceux par 
lesquels on détermine les séries qui satisfont à des équations 
différentielles données. 

S'il s'agissait, par exemple, de trouver la limite de la série 

s = i X — 1 . 2 jr- -f- i . 2 . 3 jc^ — etc. , 

on pourrait appliquer à cette détermination la première trans- 
formation du numéro précédent, en faisant 

a=i, p = o, a = o, b =■- i ; 

mais on y parviendra immédiatement en multipliant par x les 
deux membres de l'équation posée plus haut, et en les diffé- 
rentiant ensuite. On obtiendra de celte manière 

SX = ix^ — 1 .2;r'' + 1 .2. 3x' — etc., 
d (sx) 



ûx 



= T .2x — r . 2 . 3,r--^- 1 . 2.3 .4 ;r' — etc. ; 
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et mulliplinnl la dernière équation par x, elle deviendra 

d ( ^x ) „ ^ . 

X —) :=z l .2X- — I . 2 . i .r^ H- I . 2 . :> . 4 .X — ClC. : 

d^ 

dont le second membre est évidemment égala ^— s; ainsi 

l'on aura 

xd(sx] 

X — s = — r • 

ax 

ou 

, s(x -{-i) , âx 

L'intégrale de cette dernière est 



f. 



s==- je ^d:r (285] 

Pour que l'expression ci-dessus réponde à la série proposée, 
il faut que l'intégrale s'évanouisse lorsque x^=.o; et si on la 
prend jusqu'à x= i, on aura la quantité correspondante à la 
série divergente 

I — 1 .2 + 1 .2.3 — 1 .2.3.4 -f- 6tc. 

426. Les intégrales définies fournissent aussi le moyen de 
représenter des portions de la série 

ûu h d'?f 7/2 

W + -7— r -j — • h etc., 

a.r 1 ûx^ 1.2 

en partant d'un terme quelconque. Voici comment d'Alembert 
y parvient, et démontre en même temps le théorème de Taylor 
[Recherches sur différents points importants du sjstème du 
monde, tome I, page 5o) : 

Soit u' ce que devient la fonction u, lorsqu'on y change x en 
X -^ h\ en posant 

u' =z: ii + P, 

et différentiant par rapport à h, qui n'entre pas dans u, il vient 



ûu' dP 



= -^ , d'où P 



d A ûh 



fdu' ,, 
.1 dX^^^' 



J dn 
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d" h' d" u' , „^ , d" u' d" u 



Ensuite comme -py- = -. — (89 ) , et que -3 — = -; h V, 

d/i" dx" ^ ^ ^ d^c" d^" 

V désignant une quantité qui s'évanouit avec h, on peut faire 



6u' d « ^ 

dTT "" d^ "^ ^ ' 



en différentianl de nouveau par rapport à h, on a 

à'u' dO „ , ^ rd=«' , , 
d/t^ dA J d/t- 

d;/ du rA'u' ,, rd«' ,, d ?< // C C^'u ,, 
dT^d^+j^^^^'' jdX^^^^IÛT-^jj dÂ^^^''' 

d u h r rû' u' , , 
"="+d^7-^jJTA^^^'' 

Posant encore 



dVi/ _ d^ 
dÂ^ ~ d^ "~ ' 



on trouve 



d^«' dR ,, , p fd^A^' ,, 
d7^ = dÂ' ^^^^^ ^=j dTF^^'' 

d -^/ _ dVf< _ fd^f/ , 
d7?~'d;^"^j TF ' 

d:?: I (Ix^ 1.1 J J J d't 
En continuant ainsi, on arriverait à 



d u h û^u A' 
d^' 1 d^^ 1 . 2 



d"-'?< A"-' r" d"?<' , , 

+ -y — 7-, ( ^ + / -:ri^ d A" , 

d.r"-' \ .1. . .' n — \\ J d A" 

les intégrales étant prises de manière à s'évanouir lorsque 
A =-- o, parce que u' redevient u. 
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427. Soit, pour abréger, -yj^ ~ H; on aura (242) 

/"Ud/i" = '-, ^^ j h''-'rîldh - (»-0^^"~' y H A d // 

■' 1 .1. . .[fi— i) i ^ I -^ 

4_ \ a_ [ JH 11" dh — etc. ) -, 

et il est facile de voir qu'on peut substituer à la série ci-dessus 
l'expression 

] : fU{t-/l )"-' d h, 



prise depuis // = o, pourvu qu'on change après l'intégration / 
en h ; car si l'on développe cette expression, qu'on passe hors 
du signe / les puissances de t qui multiplient les différents 
termes, et qu'on fasse ensuite t = h, on retombera sur la série 
proposée. 
Il suit de là que 

d H h û' a 11" d"-' u //"-' 

-y- 



Ax i dx- 1.9. ' dx"~' I.?. . 



7) /'i^c -'':■■-''"'• 



pourvu qu'on prenne l'intégrale de manière qu'elle s'éva- 
nouisse lorsque h — o, et qu'on change ensuite t en h. 

/.Il (!""' d"u' 
On peut dans cette formule remplacer —.y par —,—;:'■, et si 

l'on fait, sous le signe intégral, t — li^=zt, ou h = t [i — z), 
on aura 

Les limites de l'intégrale seront alors z = i, s = o; on la ren 
dra positive, en renversant l'ordre de ces limites, c'est-à-dire 
en la prenant depuis 2 = jusqu'à z = i : enfin, sortant t" du 
signe /, et écrivant h au lieu de /, le dernier terme de la 
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formule ci-dessus deviendra 



A" r&'u' 

.1. . An — I / Q.X" 



C'est Lagrange qui a donné ce dernier ihéorème, mois d'une 
autre manière, dans la Théorie des fonctions analytiques , 
2* édit., n°= 35 et suivants. 

II s'en sert pour prouver qu'on peut toujours rendre la 

somme de tous les termes de la série de Tavlor, à partir d'un 

terme donné, plus petite que le précédent. Soient M et m la 

d" u' 
plus grande et la plus petite des valeurs que prend -7—7' dans 

l'intervalle de x à ^ H-A; on aura 

Ç%^ -— d 3 < M/2"- dz et > mfz^'-^àz, 

d" u' 
si le coefficient différentiel -, — ne change point de sisine ou 

ûx" 

ne devient point infini dans cet intervalle ^234). Entre les 

,, . , , , , j .< . , , M wi 

limites données, les deux dernières intégrales sont — et— : 

^ n n 

et en prenant h d'une petitesse convenable, on rendra la 

quantité M aussi petite qu'on voudra, vis-à-vis de 

/?"-' d"-'w 



I.7.. . .[n — i) da:"^' 

428. C'est de cette manière que les intégrales définies ser- 
vent à évaluer des quantités qu'on obtiendrait difficilement 
par d'autres moyens; elles prennent souvent des valeurs re- 
marquables. 

On voit à la simple inspection des cas particuliers de l'inté- 



b' 



rx"'-'àx 



rale / - ? rapportés dans le n° 197, que ces expressions 



se réduisent à un seul terme, lorsqu'on les prend entre les li- 
mites a: = et a: = I ; et l'arc A devenant égal au quart de la 
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circonférence, on a les deux suites 



J'' x'^Ax I.7T- /* x'dx 

/^* d .r 1 . 3 7T r ^* d ^ 

V I — x^ "" 3 . 4 . 2 ' J sji—x' 



3.5' 



J* :i'^d.r 1 .3 .5- /'' .« 

y'7^^.~2. 4.0.2' J y/,_x^~3.5.7 



* :i-^d.r 1.3.5- f x''ûx 2,4.6 

"~ 37577' 

2.4.6.8 

2""3.5.7.y' 



/x^Ax _ 1 3.5.7- r_x^Ax 

Sll—X'" 2.4.6.8.2' J y/,_^- 

clc. 
desquelles on conclut, en général, 



/ 
/ 



.r ^'d^ 1.3.5... (2/' — 1)77 
V' 1 — a:' 2 . 4 . 6 . . . 2 /' 2 

.3:=''+' (\x 2 . 4 • 6 . . . 2 /• 



Vi— a.-- 3.5.7. . .(2r+ ij 
Le produit de ces résultats donne d'abord 

/ r x^'ûx \ / r.r='+'d:r\ _ i 7: 

En divisant, au contraire, le second par le premier, on 
trouve 



/ 



x'"-^'àx 



\' 1 — 00^ 2 2,2.4-4- • •2/'.2r 



X'"' d X 77 1.3.3.5.5. .. (2 r — i] (2/- — i](2/-+i)' 



VI — X- 



Pour savoir ce que devient le premier membre de cette 
équation, lorsqu'on pousse le nombre des facteurs du second 
jusqu'à l'infini, ou lorsqu'on fait r infinie, je prends x'" = z ; 
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les limites de :; sont les mêmes que celles de x ; mais on a 



2/" 




Le rapport des différentielles étant z'-"', approche d'autant plus 
de z° €u de 1, que le nombre r augmente ; et en passant à la 
limite, on peut regarder ce rapport comme égal à i ; il en sera 
alors de même de celui des intégrales, puisqu'elles commen- 
cent et finissent en même temps : on conclura donc de là 

r 1 .3.3.5.5.'; .7 .9.9. ! I .elc, 
et par conséquent 

TT 2.2 4-4-^-6-8.8. 10. 10. i2.etc. 



2 I .3.3.5.5.7 .7 .9. 9. 1 1 . I I .etc. 

Cette expression remarquable du quart de la circonférence du 
cercle est due à Wallis. 

429. Une transformation de l'équation 

/ r x-'ûx \ f rx^'-^'Ax\ _ I rr 

conduit à la valeur de l'intégrale fe~~^'dt, prise entre les li- 
mites t = o, t=: infini, qui se présente dans plusieurs recher- 
ches très-curieuses. 
Si l'on fait x = e~'''', l'équation précédente se change en 

4f\ 



y , _e-^9'- ) ( / VI —e-^1' 
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posant ensuite q[2r-~- i) = i , et mettant dans le second 
membre la valeur de a/- h- i, tous les deux deviennent divisi- 
bles par q ; puis divisant sous les radicaux par Q.q, on obtient 




et comme la limite de , lorsqu'on y fait ^ = o, est V, 

l'équation précédente se réduit alors à 

i\fe-''dt\'=-, d'où fe-'''(it = ±'-\/^- 

Mais t est infini quand a::=o, et nul quand ce = i : les 
limites de cette dernière intégrale sont donc l'infini et o ; et 
comme la fonction e~' est toujours positive, il s'ensuit que le 
signe supérieur répond aux limites o et l'infini positif, et que 
l'intégrale se double quand on la prend depuis t = — infini 
jusqu'à t = -i- infini : sa valeur est donc alors v^tt. 

430. Laplace, considérant encore l'expression/e t^dt,h 

met sous la forme fl" '" e~' V" d t, pour l'intégrer par parties, 
ce qui donne 



fe-' i"dt = \e ' t — n-m]fe ' t d/ . 

Tant que l'exposant n — m est positif, la partie délivrée du 

signe /s'évanouit entre les limites ; — o et ^= infini (99), et 

il reste 

,"'+1 , n — m f, _,"'+! n—m—\ ,^ 
Te-' V'dtzzz fe ' t dt, 

la seconde intégrale étant prise entre les mêmes limites que la 
première. 

Si l'on fait m = i, on aura 

fe-'''fdt = '^-^ re-''-f"-'dt. 
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et en répétant celle réduction, on obtiendra 

r —t' 1 . i " — ('^ — 3). . .{il — 2 /'-h- l) . ,. 

2'' -^ 

résultatquis'évanouitpar son coefficient quand ?i=: ir — i [*]. 
et qui, lorsque /i = 2 r, donne 

r —r- . . ( 2 r — I ) ( 2 /' — 3' ... I I ,- 

-^ 2'- 2^ 

Il est d'ailleurs à propos d'observer aussi qu'en posant 
e~ = ^, on a 



/e-''""'/«d/=: ^/d^fl-) 



ni-r-l 



les limites de x sont alors i et o, et si l'on en change l'ordre, 
il faudra supprimer le signe — . 
En posant w=i, n^o, on aura 

I 

re-''-dt = -fdx(\-] ^ =~ V Ç- 
•^ 2 -^ \ ^ / 2 

431. Je vais encore rapporter l'évaluation de quelques autres 
intégrales qui présentent des conséquences curieuses; je com- 
mencerai parcelle de fe^"'^' ùx cos rx, entre les limites a: = 
et ^ = infini, due à Laplace et remarquable par le procédé 
employé pour l'obtenir. 

En posant 

Je~"''^ d X cos rx = y, 

et différenliant par rapport à r (281), on en tire 

d y' , t : 

-~= — le "" -^ xdxsiwrx; 



(*) Uinlégrale^e""' i"àt prise entre les limites r=:o, / = oo ne peut évidem- 
ment jamais être nulle, puisque tous ses éléments sont positifs. Dans le cas 
de n = 2;- — I, le facteur numérique de l'expression obtenue par Lacroix se ré- 
duit bien à zéro, mais l'autre facteur, savoir Jc~'' t'^~^''dt , devient infini. 

J. A. S. 
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puis en iniégrani par parties , relalivemenl au facteur 
e~'^ ^ xûx, on trouve 



dr e 



-a X 



■j- = — sin IX Ce "'■'' dx cos rx, 

ce qui revient à 

dr r dy r 

-j— = ; r, ou -p — 1 r = o, 

dr o.a"' dr a.a"^ ' 

lorsqu'on suppose x infini dans la partie délivrée du signe f. 

L'équation ci-dessus, entre les variables / et /-, a pour inté- 
grale 

r=Ce ^"^ (285), 

C étant une constante arbitraire qu'on détermine par la valeur 
que prend j lorsque rz= o, savoir : 

/e-""'''d^=— (429). 

Par ce moyeU; on trouve 

_ • 3 e ^''' \,Ç 

Ce '^'^ d X cos rx = — ^ • 

^ ia 

Ici se montre un nouvel artifice d'analyse, qui consiste à 
former, entre les intégrales et quelques-unes des constantes 
qu'elles contiennent, des équations différentielles que l'on 
puisse intégrer. Ce procédé, et des transformations très-variées 
et très-ingénieuses, ont considérablement multiplié, dans les 
recherches de MM. Laplace, Legendre, Poisson, Georges Bi- 
done et Cauchy, les déterminations des intégrales définies, 
dont Euler avait déjà montré de beaux et nombreux exemples; 
mais il reste encore à désirer une méthode uniforme qui réu- 
nisse en un seul corps toutes ces recherches, au progrès des- 
quelles paraît attaché maintenant celui de plusieurs branches 
importantes de la Physique mathématique. 

432. Si l'on fait a = o, dans /e^" "^ d^ cos rx et dans sa 

Lacroix, Cale, dijf'., II. a 
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valeur, en observant que 



.4"' 



e^ ia 



el que la limite de e^^'* -xa (99) est alors l'infini, on obtient 

J^X COS /'X= o, 

entre les limites x=: o et :r = infini, résultat qu'il aurait été 
difficile de prévoir. En effet, on a, en général, 

JAx cos rx = - sin rx h- const. (217) ; 

à la première limite, où x^=o, la fonction sin/':c = o; mais 
que devient-elle lorsqu'on suppose l'arc x infini, doit-on alors 
le regarder comme exactement égal à un nombre entier de cir- 
conférences? C'est ce qu'on ne voit pas. Tout ce qu'il est per- 
mis d'affirmer, c'est qu'aucun arc assignable, quelque grand 
qu'il soit, ne peut tenir la place de x : sin rx est donc, dans ce 
cas, une quantité indéterminée. Il n'en est pas de même de la 

valeur de Jé~~" "^ Ax cos rx, à cause du facteur e""" ^ , qui 
diminue toujours à mesure que x augmente; et puisque cette 
intégrale, en vertu de la loi de continuité, a pour limite 
fdixcosrx, la valeur de celle-ci sera la limite de celle de la 
première. 

On connaît encore d'autres moyens de confirmer ce résul- 
tat , auquel Euler est parvenu en considérant l'intégrale 
fe~''^^dx cos rx, k désignant une constante quelconque. Si l'on 
intègre par parties, en commençant par le facteur dxcosrx, 
on aura 

fe~''^ Ax cos r^ = - e~"^^sin rx -\ — fe~ ^ ûx sin rx, 



puis, en opérant sur d^ sin rx, 

Ce~^^dx sin rx = — - e~'^^ cos rx *- Je"'''éx cos rx, 
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ce qui donne 

1 I H- -^ ) fe~^'^dx cos rx = - e~^-^ sin rx '- e~^' cos rx, 

\ r- J r /•- 

et par conséquent 

r —lu . e~ "^{r sin rx — /,- cos rx] 
Je dxcos rx =r. i_ L. 

Entre les limites ^ =: o et ;r = infini, l'expression qu'on vient 

d'obtenir se réduit à -^ — j-^-, quantité qui devient nulle lors- 

que k s'évanouissant, l'intégrale proposée se change en 
JAx cos rx. 
En reprenant l'équation 

fe~^^ dx sin rx = e~''^^cos rx fe^^^dx cos rx, 

r r ^ 

et menant pour l'intégrale du second membre sa valeur déjà 
trouvée, on arrive à 

r —kx 1 • e~^^(rcos rx + /rsin rx) 

■^ r^ + h' 

valeur qui se réduit à — j--, quand on la prend entre les li- 

mites X =: o et x= infini. 

La supposition de /r — o donne 

fdx sin rx = -» 

autre résultat remarquable, qui ne paraît pas suivre immédia- 
tement de l'expression 

fdx sin rx^= cos rx + const. 

433. La transformation des quantités réelles en imaginaires 
est un artifice, d'analyse qui a fait découvrir plusieurs inté- 

6. 
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grales définies remarquables. Nous emprunterons ici un exem. 
1 pie à Fourier (*). 

Lorsque dans l'intégrale fe~''dt= \/k (429), on fait 
.r(i-+-v/^) 

r ' 

on en tire 

-^ fe V 'dx = v'^; 

V/2 

et comme 

e~^'^~'=:cos(^' — v/--!" sin(:i:') (187), 
on obtient ensuite 

I -f- y/ — I , ^- 

-= !/d^ cos(:r') — s/— I fdx sin (x^)} = \/-. 

V2 ' 

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires de 
cette équation, on en déduit deux autres, savoir : 

—z:\fdx cos(x=) H- /"d^ sin (^')|;=i \/7r, 

Jda: ros{x^} — fdx sin (x^) = o, 
d'où 

yd^ cos [x^) = /do: sin (x^) = - v/277 = \/ -", 

les limites de ^ étant — l'infini et -h l'infini comme celles de t. 
Il faut observer que cet artifice a été employé surtout 
comme moyen de recherche, et qu'on s'est attaché à en véri- 
fier les résultats : ceux que je viens de rapporter sont connus 
d'ailleurs. 

434. La continuité qui existe entre les diverses valeurs que 
prend une intégrale, en raison de celles qu'on assigne aux 
quantités dont elle dépend, a donné lieu d'appliquer les inté- 
grales définies à l'interpolation des suites (388). 

( * ) Théorie de la Chaleur, p. 533. 
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Lorsqu'on fait /?î = o, dans le développement de fx'"dx{\x)'' 
(208), et qu'on prend celle intégrale entre les limites x =. o 
et ^=r I, pour lesquelles la partie délivrée du signe/, com- 
posée de termes de la forme x (1 xy, s'anéantit, parce que r est 
positif comme Ji (99), il ne reste que le dernier terme, et 
l'on a 

fdx{\x)" = -±ii.-}..3. . .71, 

-h quand n est pair et — dans le cas contraire. On évite cette 
distinction en donnant le signe — à \x, ce qui change l'équa- 
tion ci-dessus en 

fdx{ — \x)"=fdx (\ -V'^ 1.2.3. . .«, 
résultat qui s'obtient tout de suite, en observant que 

et qu'entre les limites .r -= o, :r = i, on a seulement 

/d.(ii)-=„/d.(ii)"-. 

On pourra donc regarder l'intégrale fdx ( 1 - ) comme expri- 
mant le terme général de la série des produits 

I, I, 1.2, 1.2.3,..., 1.2.3...., n, etc., 
correspondant aux indices 

o, 1 , 2, 3 , n, etc.; 

et en effet elle en a toutes les propriétés connues pour les va- 
leurs entières de n (*). En donnant donc à cet exposant des 
valeurs fractionnaires ou même irrationnelles, on introduirait 
dans la série, des termes intermédiaires assujettis à la même 
loi que les autres. 

( * ) Pour voir comment le premier terme de la suite supérieure correspond à 
zéro dans la suite inférieure, il faut faire « = o dans/ d t ( 1 -) , qui devient 
Si\ors f d X = X = 1, dans les limites prescrites. 
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Le cas où n = - est des plus remarquables ; car 
I t 

Vandermonde et Kramp avaient proposé, il y a longtemps, 
d'introduire dans l'analyse la fonction qui représente le terme 
général de la série ci-dessus, comme exprimant un nouveau 
genre de quantités transcendantes, douées de propriétés re- 
marquables par leur analogie avec celles des puissances; et 
depuis, Legendre, s'attacliant à leur expression en intégrales 
définies, en a déduit beaucoup de relations très-utiles, en a 
calculé des tables numériques fort étendues, et les a dési- 
gnées par la caractéristique r, en posant pour définition 



en sorte que 



r (n + i) -— nr(n), 



k3o. L'expression de - trouvée dans le n" 428, entre dans 

une formule donnée parStirling, pour calculer la somme d'une 
suite de logarithmes appartenant à des nombres en progres- 
sion par différence, et à laquelle on peut parvenir comme il 
suit. 

Par le n° 411, on a 

- 1 ^ j I h dic //^ d' it 

h«=-r uax -^, — u ^. i i — - -+■ etc. -h const.; 

li"^ 2 12 dx 720 djc' 

etsi l'on fait ?^=:1^ et /i = i, en observant que /d^l^=:xl^ — x 
(208), on obtiendra 

,1 II I ' 

S\x=z x\x — X -\ — \x -] „-7; — : -{- e\Q,.-\- const. 

2 i2jr ioox^ 

On ne saurait déterminer la constante en faisant x=:\, 
parce que la suite des coefficients numériques finit par être 

(') Voy. le Traité in- '|0, t. III, p. 411, 481. 
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divergente : on a recours à l'expression de tt du n° 428. En 
passant aux logarithmes, et s'arrêtant au nombre pair tix dans 
le numérateur, on obtient 

, I ) 2l2H-2l4-i-?-16+2l8-f-2llO...-|-2l(2a:~2)H-l2jr 

~(— h — 2l3 2l5— 2I7— 2I9... 2l(2JC — 3) — 2l(2;c— i); 

et en prenant les limites dans la supposition de x infini, on 
trouve, par le moyen de l'expression précédente de Sl^, 

11+12+13 + 14. .-r-lx =const.-\-( X -] — \\x — x, 
Il +12 + 13 + 14- .. + l2^= const. + i-xx- — \\ix — IX, 

l2 + 14 + 16...+l2:f = Sl^+Jl-l2 = CO/î5^+ f X -^ ) 1^ 

+ 0:12 — X. 

Retranchant la troisième série de la seconde, il vient 

Il -:-13 + 15 + l7... + l(2x — i)=xl^+ (orH — ) I2 — x, 

d'où l'on conclut 

2l2+2l4 + 2l6... + 2l(2^ 1] -\-\lX 

— 2I1 — 2I3 — 2I5. . . — i{['xx — 3) — 21(2^ — l) 
^^ 2 const. +2 I^H — I la:+2xl2- — ix — l2^ 

— 2:cl^ —i{x-\ jl2 + 2^; 

et comme le premier membre de cette équation est égal à 
177 — I2, on obtient, après la réduction du second, 

1- — I2 ^=^1001181. — 2I2, 

d'où 

const. = - (l;T+l2) = -l27r=z: ly/^, 
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résultat bien remarquable, et d'après lequel on a 

Sl^=: -Xl-r -^ X\x — X-\ \x-. — 777^ r -h CtC, 

3 2 1 2 :r obo x^ 

On rendra cette équation propre à un système quelconque de 
logarithmes, en mulilplianl par le module les termes dans les- 
quels il n'entre point de logarithmes (*). 

Pour en donner une application, je rapporterai le calcul 
qu'Euler a fait de la somme des logarithmes des 1000 premiers 
nombres des tables, c'est-à-dire de la valeur de 

Il -^ 1 2 -f- 1 3 .... -I- 1 1 000. 

La caractéristique 1 désignant des logarithmes ordinaires, le 
module sera, pour abréger, représenté par M ; et si l'on fait 
X = 1000, on trouvera 

x\x =^ 3ooo, 0000000000000 

H — l.r =r 1 ,5oooooooooooo 

2 

H l2 7r^r 0,8990899341790 

— ^Ix — — 434? 294481 9^325 18 

M 

-f = -j- 0,0000861912068 

11X 

M 

- 0,0000000000012 



36ox' 



résultat 2567 , 604644222 1 828 

{*) Lorsqu'on passe des logarithmes aux nombres, cette équation donne 

I 

/ ^■*'ô 

1.3.3 .x=i\/-27z .X -e-'.e% 

en représentant, pour abréger, par s la série 

I I 

I2X iOo^ 
et comme 

-, '' , ^M-etc. (27), 
I 2 1.2.3 
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mais, suivant la notation du n° 41i, 

Il + I2 4- 13. . .-h II 000 = Il .2.3. . 1000 = l[iooo]"""': 

on aura donc 

1 [1000]""''' = 2567 ,6046442221328. 

On apprend par là que le nombre [looo]"""', dont le calcul est 
presque impraticable, doit avoir 2568 chiffres, et que les sept 
premiers chiffres sur la gauche sont 4023872, en serte qu'il 
est compris entre les nombres qui résultent de 4023872 et de 
4023873, suivis chacun de 256r zéros. Cette connaissance suf- 
fit dans beaucoup de recherches où l'on ne demande que les 
rapports des produits de grands nombres ; et dans ce cas, la 
valeur approchée de ces rapports devient précieuse par l'im- 
possibilité où l'on est d'effectuer les calculs nécessaires pour 
arriver à la valeur exacte. La longueur de ces calculs présente 
alors un obstacle aussi insurmontable que la difficulté d'ex- 
primer rigoureusement une fonction transcendante. Laplace a 
beaucoup étendu cette recherche, dont les applications sont 
Irès-fréquentes dans le Calcul des probabilités. 

436. Les intégrales définies, donnant, comme on vient de le 
voir, des sommes de séries, ont été employées avec succès 
par MM. Laplace, Parceval, Fourier, Poisson et Cauchy, pour 
exprimer les intégrales des équations différentielles partielles, 
telles que celle du n° 352, qui ne peut pas s'intégrer en termes 
finis. 

Laplace a reconnu que la série 

z = (f[x]'j-0"{x)-~-]-f[sc) f- etc.. 



si Ton développe les puissances de z suivant celles de r, on trouvera 

j I I iSg 

"^ "" "*" 7^ ^ i»8P "~ .57840 x"' t ^'*''' 

résultat qui s'accorde avec la formule de la page 129 de la Théorie analytique des 
probabilités, par Laplace. 
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obtenue dans le n° 353, n'était que le développement de l'in- 
tégrale 

prise par rapport à t, entre les limites t = — infini et / — -|- in- 
fini, la fonction (p étant arbitraire. C'est ce dont il est facile de 
s'assurer comme il suit. 

En développant <f{x -{-itsjy)^ par le théorème de Taylor, 
on a premièrement 

I 



,'2 
l 

3 



4 

H -^-Tr-7 o'^'ix) /e~'°'.i6/*d^-hetc. 

1 .2.3.4 ' 

Secondement, les intégrales qui restent dans le développe- 
ment, s'évanouissent pour tous les exposants impairs, et dans 
le cas contraire, sont égales à 

LMllplZzA^Û (430), 

à cause qu'elles sont prises entre les limites — infini et + in- 
fini. En substituant ces valeurs, et renfermant dans la fonction 
arbitraire (f[x) le facteur constant s/t^, on trouve précisément 
la série proposée : l'équation 

d^s _d3 
dx' dj 

a donc pour intégrale 

z = fe~^'' dtJ^x-+''2t \/J'). 
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Celte intégrale se vérifie aisément. On obtient par la diffé- 
rentiation sous le signe (281), 

ll=:fe-''àt^"[x-^itsJr), 

= ^— e-'\'{x -h-its/f) -\-fe-''dt<i" {x-h it \/r), 

en intégrant par parties, relativement au facteur e~''/d t ; et si 
l'on suppose la fonction v/ {x-^ itsjf) telle que son produit 

par e"~^' demeure nul lorsque t =: infini, -p". prendra la même 
valeur que -r—^- 

437. Lorsqu'on a intégré l'équation différentielle partielle 
d'un problème, il reste encore à déterminer les fonctions ar- 
bitraires introduites par cette opération, ce qui présente sou- 
vent de grandes difficultés. Fourier les a d'abord évitées, dans 
ses recherches sur la chaleur, en employant, au lieu des inté- 
grales avec des fonctions arbitraires , des développements 
comme ceux que j'ai indiqués dans le n" 352, qui sont formés 
d'un nombre indéfini de termes contenant des coefficients et 
des exposants arbitraires (*). La détermination de ces quanti- 
tés, d'après des conditions données, l'a conduit à des transfor- 
mations qui paraissent acquérir beaucoup d'importance pour 
la solution des questions physico-mathématiques, et dont, par 
cette raison, je vais donner une idée. 

(*) L'équation dont Fourier s'occupe en premier lieu, revient à 

d'- z d- z 

-— , H- -r— ; = o , ou r-\-t — 0, 

àx- ày- 

ct par le n° 3Sl , on trouve pour son intégrale complète 

z = -j [r — x\J~ \]-^à[y-i-x\J— i). 
[Théorie de la Chaleur, p. 162 et 207.) 



gu. DES DIFFEREXCES 

Je prendrai pour exemple l'équation 

d'z _(\z 
dx^ dy 

déjà traitée (352 et 436). En posant z = Ae'"^sin nx, on la ré- 
duit aisément à — /i^ = m, ce qui donne l'expression indéfinie 

z = Ae~"'-^sin jix -h A,e~"'^sin 7i,x -^ etc. (*). 

Cela posé, si la valeur de z devait en outre, lorsque x = o, 
se réduire à une fonction donnée f (^), cette condition exige- 
rait une détermination des coefficients n et A, telle que 

([x] = A sin nx -r- A, sin ?i,x -r- A^sin n^x -— etc., 

ce qui revient à transformer la fonction f(:c) dans une série 
ordonnée suivant les sinus des multiples de l'arc x. 

On trouvera sans peine que l'équation différentielle proposée 
admet encore le développement indéfini 

z = A.e~"'^cosnx -h A.e"""'^ cos n^x H- etc. 
et la condition à remplir serait, dans ce cas, 

f[x) =r A COS nx -h A, cos iiix — A^cos Wj.^? -f- etc., 

c'est-à-dire la transformation de f (^) en série ordonnée sui- 
vant les cosinus des multiples de l'arc x. 



(*) Ce développement est implicitement compris dans celui que j'ai donné 
n° 5o2. Pour l'en faire sortir, il suffit de changer à l'endroit cité n en — n', ou 

^ . . A 

\n endrny — i, puis A en ± — , ce qui donne pour « les deux expressions 

— n'^-f-rxy/ — I —n'y — nT\j — i 

\e A c- 



a y/_ ï 2 y/— t 

dont la somme 

/ nx \J — I — nx V — I \ 
-"■y\e -e ) -"■-^' 

\e -i ^ -^ke slnnx (107). 

2 y/— I 

Il en est de même pour tous les autres termes. 
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On connaissait déjà plusieurs développements de cette es- 
pèce : Euler avait remarqué que 

1 . I . I . „ ,^ > 
-^=sm^ sm2Ji; + -sm3^ — etc. ( 

2 2 3 ^ ' 

{Novi Comment. Jcad. Petrop., t. V, p. 2o4), formule qui ré- 
sout le problème, lorsque f(^) =:r, puisqu'on en déduit 

2 . 2 . „ 

X ^ -3. s\nx sin2x -I- - sm ôx — etc. 

2 3 

= Asin nx -f- Aisin /i,;c-f- Ajsin UïX + etc. 



(*) Cette série est rapportée dans le Traité in-4°, t. I*'', p. gj; et voici le 
moyen employé pour y pai-venir. La formule 

V " "' "' II* _„ 

l(n-«)r^ ^. _ _j_etc. (20), 

i 2 o 4 

lorsqu'on y change u en u~ , donne 

— I — 2 — 3 — 4 

1 1 1 -+- U ) — + — -- 1- etc.: 

1-234 

et par la soustraction, on en déduit 

l(,+„)_l(,^,-«) = l -^— -47 = 1« ^ 

,.— " ,.« -' ..3 ..-3 



Faisant alors u =^ e" ' , d'où il suit 1 u =:^ x\j — i , 

é~"'^ ~' =: 2 y — I sin mx, 

on aura, par la substitution de ces valeurs, 

/sin a- sinax sin 3 r \ 

-^^{- ^ + -^-etc.j, 

et par conséquent 

- X 2= Sin X sin IX -\ — sin 3 x — etc. 

2 2 

Déplus, comme x« = 2/xdx, x' = 3/x"dx, etc., on remonterait sans 
peine aux puissances supérieures de x, ainsi que Daniel Bernoulli l'a fait, mais 
pour un but différent, dans les Noyi Comment. Acad. Petropolitanœ, ann. 1772, 
page rj. 
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d'où il résulte 

n=i, w, — 2, «, = 3, etc., 

. î*. 2 2 

A = -5 A,-— ? A. = -5 etc., 

I 2 3 

2 = 2 f e"~-^'sin^ e~'^^'sin z:v -h ^ ^~~^^* sinSx — etc. )• 

438. Nous ne nous arrêterons pas aux autres cas particuliers; 
nous passerons au problème plus général: exprimer une fonc- 
tion quelconque, par une série formée de sinus ou de cosinus 
des multiples d'un arc. Les recherches sur le système du 
monde avaient conduit Euler, dès 1748, à s'occuper de ce pro- 
blème ; puis Clairaut l'énonça d'une manière fort étendue 
[Méni. de l'Acad. des Sciences, année 1754, p. 545), et en 
donna une solution très-ingénieuse (*). Fourier y fut conduit 
aussi dans sa Théorie de la Chaleur; mais le procédé qu'il em- 
ploie pour opérer ces développements, et que nous allons 
suivre, se trouvait déjà à la p. 11 5, du t. XI, des Nova acta 
Acad. Petrop. (imprimé en 1798), comme l'a remarqué M. Ja- 
cobi. Euler n'applique ce procédé que sous la condition qu'on 
s'est assuré a /)r/<;rr que la fonction est développable dans la 
forme assignée, et nous ferons la même hypothèse. 

Soit premièrement 

f (^j 1= Ux sin jp-i- a.sin ix H-rtsSin 3;r + etc., 

où les multiplicateurs de l'arc x sont la suite des nombres na- 
turels. 

En changeante: en t dans cette équation, multipliant ensuite 
les deux membres par d f sin nt, et prenant les intégrales depuis 
/ = o jusqu'à t =Tz, Tz désignant la demi-circonférence, on aura 

/f(^)d^sin nt = a,/df sin 7itsinnt-{-ajfdtsm -zts'mnt. . . 
H- amfdt sin mt sin nt -+- etc. 



( * ) Voy. aussi le Traité in- 4°, t. II, p. 121, 
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Or 

fdts'in ml sin nt — -/tî t cos {m — n)t —'-fdt cos [m + n) / 

^ sin [ m — n]t sin [m -h n)t 

i[m — n) 2(/n + n) ^"^ '^ 

expression que les limites o et w rendent nulle, tant que n, 
supposé toujours un nombre entier, diffère de m. Ainsi, pour 
chaque valeur assignée à n, tous les termes de la série précé- 
dente disparaîtront, excepté celui dont l'indice est égala cette 
valeur. Sa seconde partie disparaît encore, mais la première, 

qui se présente alors sous la forme -■> a pour vraie valeur - et 

o 2 

devient -, entre les limites de l'intégration : on aura donc 

f(0 dt sin mt ==«„-, 
/o 2 

et par conséquent 



I 



f(/)df sin mt. 



De cette manière, chacun des coefficients <7|, rh, etc., est ex- 
primé par une intégrale définie prise entre les limites o et tt, 
et l'on a, pour le développement cherché, 

{ f (^) = - I sina;/f(;)d;sin /H- sin2:r/f (f ) df sin 2/, . . 

(A) - ^ • 

( 4- sin w^/f (/)d?sin m; 4- etc. |. 

Quand i[x) =x, il vient 

/f(/) df sin mt — ftdt sin Dit 

t cos mt I /-, , 
= i lat cos mt 

m m ^ 

t cos mt sin mt 
m m^ 
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el entre les limites o et tt, cela se réduit à 



• 77 COS niTT 77 (- 



m 



Donnant ensuite à m les valeurs i, 2, 3, etc., et supprimant tt, 
qui est facteur commun des deux membres, on trouve le dé- 
veloppement particulier 

^ = 2 ( sin X sin 2^ + - sin 3x — etc. ) » 

\ 2 3 J 

rapporté dans le numéro précédent. 

439. Soit encore 

f (^ ) r= rto cos o ;r H- «I cos X -T- a-i cos ax + elc . ; 

remplaçons x par t\ multiplions par di cos nt, et prenons les 
intégrales, depuis ; = o jusqu'à / = 77 ; nous aurons 

/f (?)dicosn/ = ao/d;coso;cos/2/-!-a, /d/ cos t cos nt. . . 
-^a„,fdt cos mt cos nt 4- etc., 

puis 

fdi cos mt cos nt = - fdtcos [m — n] t -h - fdt cos (m-f- n)t 
sin (m — n)t s\n{m-hn)t 



2 (m — n) 2 (m -H 71 ) 

expression que les limites o et tt font évanouir, à moins que 

n=:m. Pour ce cas, la vraie valeur de son premier terme 

I ., , 
étant -tt, il s ensuit 
2. 



t/0 



dt cos mt. 



Il faut cependant excepter de ce résultat le premier terme 
de la série ci-dessus, pour lequel n=^o donne seulement 



/ ([t)dtz= ao dtz=aoTT, 
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d'où 

«0=- / i[t)a(. 

^ Jo 

II résulte de là que 

(B); 

i 2 rcosx/f(/)dicos/4- cos 2a:y {' t)dt cos^i. . .'I 
( -L H-cos w:c/f (/]d^cosm;-f- elc.J ' 

les intégrations étant effectuées entre les limites o et -. 

440. Ces expressions sont susceptibles de discussions très- 
délicates, relativement à leur étendue. Ce n'est pas ici le lieu 
de s'arrêter sur ces détails, mais je les ferai au moins pres- 
sentir, en indiquant la marche des valeurs des deux membres 
de l'équation 

- X = sm a; sin 2.x -\- r: sm 5x — etc. 

2 2 o 

Ils s'anéantissent quand x=o ; et si l'on fait x — " on en 
tire 

I I I T 

valeur bien connue (38). Mais lorsqu'on supposer = 77. ce qui 
donne-- pour le premier membre, le second s'évanouit: il 

en est de même pour la valeur x= — tt, en sorte que le déve- 
loppement n'est exact qu'entre les limites .r =±77 exclusive- 
ment, c'est-à-dire que les valeurs de - et de — " ii'v sont pas 

2 2 ' 

comprises. 
Si l'on fait ensuite 

le développement, devenant 

— sin r sin 27- — - sip 3)- — etc., 

2 - 3 ' 

Lackoix, Cale, diif.. 11. 7 
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lie répond ))lns au premier membre, qui est - (" 4- J'j ; mais 
si l'on ciiange x en tt — y, il viendra 

- (t7 — y) = sin r-i — sin -zy-i- -;: sin 3 r -4- etc., 

2 '2 " O 

ce qui montre que le premier développement en r donne la 
valeur de l'arc négatif - [y — tt), en exceptant toutefois le cas 

0Ll^=O. 

Il faut encore observer que le développement de - x donne 

immédiatement celui de la fonction ax -\- b, qui exprime l'or- 
donnée d'une droite quelconque; mais tandis que la fonction 
représentée droite dans toute son étendue, le développement 
en sinus ne répond qu'à la portion comprise entre les ab- 
scisses -h TT et — 77, exclusivement. On peut, en changeant de 
variable, comme on le verra plus loin (4V2), passer à d'autres 
limites, mais on n'obtiendra jamais qu'une portion de ligne 
droite. 

441. Les développements (A) et (B) paraissent devoir repré- 
senter respectivement deux espèces de fonctions. Le premier, 
dont tous les termes changent de signe avec l'arc x , répond 
aux cas dans lesquels f (x) est une fonction qui jouit de la 
même propriété, et que l'on ï\o\w\nQ fonction impaire, à cause 
que si elle était développée suivant les puissances de x, elle 
n'en contiendrait que d'impaires. 

Le second développement, ayant la propriété contraire, celle 
de conserverie même signe, quoique celui de x change, serait 
particulièrement applicable aux fonctions paires; mais l'un et 
l'autre ne sont encore que des séries qu'on peut remplacer, 
comme on va le voir, par une nouvelle intégration définie. 

Pour cela, commençons par les réunir, en observant qu'une 
fonction quelconque F {x) peut être décomposée en deux par- 
ties, l'une paire, c'est-à-dire telle, que si on la représente 
par rf [x], on ait rf{x) = f (— x), l'autre impaire, ou telle, qu'en 
la désignant par ■^ (x), il vienne ■^ [x] = — -i ( — x). En expri- 
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mnnl la première par la série (B), la seconde par la série (A], 
<^"t prenant leur somme, on aura 



-+- 



2 r cosx J\ {t)dtcost -r- C0S1X fv^ {t)(]t cos2;-i- etc. 1 
îT [^-{-sina; J''li{t)dt sin t ^- sin 'j.a;f-\>{t) d/ sina/ -h etc. J 



les limites de ces intégrales étant encore o et r. 

On peut les étendre de — tt à -I--, pourvu que l'on double 
le premier membre, parce que la fonction (a{t) étant paire, pas- 
sera de o à — 77, par les mêmes valeurs que deo àTr, ainsi que 
les cosinus. A la vérité, la fonction -^t) aura, dans ces inter- 
valles, des signes différents; mais comme elle est toujours 
multipliée par un sinus qui change de signe en môme temps, 
le produit conservera le même : le résultat total sera donc 
doublé; ainsi, en prenant les intégrales de ~- h -^v:, on 
écrira 



2Fix).~~J\{t)ût 



II 



cosxf(f [t] dtcost -r cos 2^y^ (?) d/ cosa? -|- etc.'l 
sh\a;f^{t)dt sin t -f- sin "^.xj'-h (/) d? sin 2/ h- etc. J 



Il faut maintenant introduire la fonction proposée F [x] à 
la place des fonctions ^ et 4'? ce qui se fait aisément, quand 
on observe que 

I •} (?) d? cos wY, / ç[/)d/sin/n/ 

sont toujours nulles, parce que la différentielle à intégrer e:>l 
le produit de deux facteurs dont un seul change de sign(3 
avec t, savoir: ■if [t) dans la première, et sin mt dans la se- 
conde. Parla on peut, sans troubler le dernier développenieni, 
y ajouter les termes que fournissent les expressions 

cos mx J-b [t)dt cos mt, sin mx Jv^ [t] àt sin rnt : 

alors, en multipliant les deux membres de l'équation par tt, et 

7- 



lOO DES DIFFÉKEXCES 

les divisant par 2, on obtiendra 

-^ cos ^f[y{i) -T--^ (/)]d;cos/-^ etc. 
-r sin ^f[<f[t) -h-^ [i)]di sin t -h etc. 
et par conséquent 

H- cos^/F(/)df ces t -h cos 2xJ'F{t)dt cos 2/ + cic. 
+ sin a:fY[t]dt sin t -i- sin 2j"/F(/)dl sin zt + etc. 

Le signe /ne se rapportant qu'à la variable t, on peut faire 
passer dessous les facteurs en x; et comme 

cos X cos t -f- sin ^ sin / -- cos [x — /) , 
cos 2.x cos 2? -t- sin 2.x sin 2/ r= cos 2 [x — l] , 
etc., 

l'équation précédente peut être réduite à 



FW-£"_F(Od/|i 



cos ix — t] -r-C0S2 [x— t] H- CtC./- 



Ou l'abrège encore en écrivant 

rF(^) = / '" F(Ocl^ l^-i.-Scosm{x-t] L 

«^ — ~ 

la somme S étant prise depuis m = 1 jusqu'à /n= infini, et 
comprenant les deux valeurs extrêmes (*). 
4i2. On peut donner à l'intégrale, des limites quelconques, 

77 ^y 77/' 

au lieu de 77 ; il suffit pour cela de changer ^ et / en — et — : 

Tzt' rrt' 

faisant alors -^ — — 77, — = -f- 77, les limites de t' seront — a 
a a 



(*) C'est conformément à la distinction établie dans le n» 408, d'après Euler 
(Inst. Cale, dijffcr., P. 1", cap. Il, § 5()), que je mets ici le sijue S au lieu Je 1 
qu'on trouve ailleurs. 
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et -!-^. (\t neviennra ■ ; on aura 

a 



ttF 



^.r:Kv)""B 



niTz , , ,.1 
+ hcos - (x' — t') . 
a ^ j 



Puis en supprimant le facteur commun tt, ainsi que l'accent 
affecté aux lettres x et t, qui n'est plus nécessaire, et en écri- 
vant f [x], { [t], pour Y (— U F ( — ) 5 il viendra 



f(^-)^ j f[t]dl 



L 2 a a 



cos 



'x—t 



443. Dans celte dernière formule, la quantité a n'étant sou- 
mise à aucune restriction, on peut la supposer infinie, et l'on 
obtient pour F(^) une expression où la somme S est rempla- 
cée par une intégrale aux différentielles. On pose d'abord 



nir: 
a 



77/ + 1 W 



d'où il suit 



a ^ 



^q 



\[x 



*J — <l 



i\t 



I 



1 — SAç cos qix — /) 



Maintenant, plus a augmente, plus ^q diminue, plus la somme 
S approche d'une intégrale aux différentielles (232) ; et pour 
passer à cette limite, il ne faut que changer ^q en d^, en ob- 
servant que la variable q prendra toutes les valeurs possibles, 
depuis G jusqu'à l'infini : on aura donc 

{[x)=^fî[t)(\tfûq cosq[x—t), 

formule due à Fourier, dans laquelle l'intégration relative à q 
s'étend de o à l'infini, et l'intégration relative à t, de — infini à 
H- infini. 
Ce dernier résultat se décompose en deux autres, quand on 
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sépare les fondions paires des fonctions impaires. On substitue 
alors à cos q [x — t) sa valeur cos qx cos qt + sin qx sin qt, et 
changeant l'ordre des intégrations, il vient 

f[^] = -/dry cos qx fi [t](\t ces ql -\- - fûq sin qxf{[t]dt s'inqt; 

remplaçant ensuite la fonction quelconque i[x) par une fonc- 
tion paire «p [x], puis par une impaire ^ [x], en observant que 

1 o( /)d/sin 7/ — o, I -lil t] d t cos qf =^0, 

d'après la remarque faite dans le n° h\\, on obtiendra les deux 
expressions 

o[x] =:z -fûq cosqx f':^[t)(\t cos qt, 

•^ (o:) = -f(\q sin qxf-^[t)d t shiqt, 

les intégrales étant prises entre les limites o et infini pour la 
variable q, — infini et + infini pour la variable t. 

kkk. MM. Poisson, Cauchy et Liouville ont étendu les for- 
mules précédentes aux fonctions de plusieurs variables, et y 
sont parvenus par divers moyens. Je renverrai à leurs écrits le 
lecteur qui voudra connaître les points de vue sous lesquels ils 
ont envisagé cette théorie {*). 

Je rapporterai seulement une des manières dont M. Poisson 
a véritié a posteriori la formule principale 

{(x) =~Ji[t]dtfAq cos q{x-t), 

TT 

/^inf. 

en traitant / dqcosq[x — /), comme la limite vers laquelle 

Jo 

tend l'intégrale /e"""''?' d^ cos q[x — /), à mesure que la quan- 
tité a décroît. 

(*) Voy. la Théorie de la Chaleur, les Exercices d'analj'se et le Journal de 
Olalhéniatiqucs pures et ap/iliquées. 
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Celte dernière formule rentre dans celle du n" 431, où il 
suffira de changer /■ en x — t et x en q, pour obtenir 

_(r-ty_ _ 

e ^"' sJti 
fe-^'-'i' dqcos[x — t]q== — j 

et par conséquent 




t)dt = ^ f 

2a V- J 




Cela posé, le facteur e ''"' décroît en même temps que n 
H tend à devenir nul, à moins que le numérateur [x — ty de 
son exposant ne soit d'une petitesse comparable à celle de a, 
ce qui aura lieu lorsque la valeur de la variable t différera peu 
de celle de x : c'est donc seulement dans ce cas que l'intégrale 
indiquée pourra prendre une valeur assignable. Pour la décou- 
vrir, il faut faire t = x-i-z, et supposer que la valeur de z de- 
meure dans des limites si resserrées, que l'on puisse la regarder 
toujours comme infiniment petite, el qu'il soit permis, en con- 
séquence, de réduire f (.r + -) à {[x] ; il vient alors 



Ux 



]=-^ Ce 4-f(:r)d. = -fc|= fe 4-d. 



Or, puisque l'intégrale comprise dans le dernier membre 
s'anéanlil aussitôt que z a une valeur assignable, on ne change 
pas celle de cette intégrale en étendante jusqu'à l'infini même; 
mais entre ces limites, 



L 



r 



dz^=^ ia\T.^ 



ce qui fait disparaître a dans l'expression de f(^), el rend iden- 
tiques les deux membres de l'équation. 

On ne saurait disconvenir qu'appuyé seulement sur la valeur 
d'une intégrale définie à laquelle on n'attribue, à proprement 
parler, qu'un seul élément, le procédé que je viens d'exposer 
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ne doive paraître au moins Irès-délical ; mais ce qui le forlifio, 
c'est qu'en l'appliquant encore à d'autres intégrales, en parti- 
culier à l'une de celles du n" 432, on en tire toujours le même 
résultat, obtenu d'ailleurs a priori par des considérations très- 
différentes. 

Pour se faire une idée bien nette de ce passage d'une limiic 
finie à une limite infinie, il n'est peut-être pas inutile d'exa- 
miner la marche des valeurs d'une intégrale analogue à la pré- 
cédente. Telle est /e""'' d /, dont on trouve une table à la fin de 
VJnalyse des réfractions astronomiques, par Kramp. On voit 
que cette intégrale, dont v^tt = 0,88622692 est la valeur entre 
les limites zéro et l'infini, ne diffère de celte valeur, quand / est 
seulement égal à 3, que de o,ooooig5<S. L'approximation doit 
être encore bien plus rapide, quand l'exposant — /' est divisé 
par le carré d'un nombre très-petit, ainsi que dans la formuUî 
traitée ci-dessus; et lorsqu'on suppose infiniment petit cet ex- 
posant, c'est une limite rigoureuse que l'on cherche et que l'on 
oblienl. 
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NOTE A, indiquée sur /fs pages i et 70. (Tome I'^^) 

I. Considéré dans les procédés qui le constituent, le Calcul diiïérentiel 
est plus simple que les parties supérieures de l'Algèbre. Sa difficulté 110 
tient guère qu'à celle d'apercevoir d'abord quel est son but, et de conce- 
voir le sens de quelques nouveaux termes dont il a nécessité l'intro- 
duction. 

C'est un problème de Géométrie (celui de Pappiis) résolu seulement 
dans quelques cas particuliers, par los anciens, qui a conduit Descartes à 
inventer l'application de l'algèbre à l'expression des lignes courbes; c'est 
aussi un problème (celui des tangentes) qui a fait découvrir le Calcul 
différentiel. 

Dès le temps d'Euclide, on a pu remarquer que les tangentes jouis- 
saient des propriétés des sécantes, en modifiant ces propriétés comme 
l'exige la réunion des deux points d'intersection en un seul, qui est alors 
le point de contact. [Foycz le n° 128 des Éléments de Géométrie.) C'est 
aussi sur ce principe que reposent, soit explicitement, soit implicitement, 
toutes les méthodes qu'on a fondées sur le Calcul, pour mener les tan- 
gentes aux courbes. Parmi ces méthodes, je choisis celle de Barrow, qui 
n'est pas encore le Calcul différentiel, mais qui s'en rapproche le plus. 

Soit, par exemple, la parabole ordinaire, donnée par l'équation j^ =y>>x, 
en prenant sur cette courbe deux points M et ;M' [/îg. 1) pour mener une 
sécante, posant 

AP = j:, P ?'=//, AP'r^ ..+//, 
PM = r; :M' Q = / , P' SI' =. r + h, 

comparant les triangles semblables M'QM et MPS, on aura 

M'Q:MQ-=PiM:PS, d'où PS^^jj'' 
f-t puisque le point M' appartient à la courbe, on a aussi 

[y-\.k)- ^p(.r + h]-^ 

développant cette équation, pour en retrancher membre à membre 
y=px, il restera 

2_v/ -!-/•" -- pl'i 
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qui revient à 

iy -\-k _ h 

donc 

PS= Y — • 

P 

Mais si l'on tait coïncider le point M' avec le point M, h et /• s'éva- 
nouissent, PS devient PT, et la valeur de la première de ces lignes se 

réduit a -^— = — — = ix. 
P P 

Une première remarque s'offre ici, c'est que, malgré l'évanouissement 

dîs quantités h et /■, la fraction qui exprimait leur rapport continue 
d'exister, ou d'avoir une valeur appréciable, puisqu'elle se réduit à -=-j 

valeur dont la quantité ~ ■ approche a mesure que k diminue, et doi'.t 

elle peut dificrer d'aussi peu qu'on voudra, en prenant /• assez petit. 

Cette fraction -^ est donc la limite de — , ou celle du rap- 

P P 

, MO PT ,. ^ , PS 

port -rp^î comme c^ 1 est de p^^- 

PS PT 

Pour s'assurer que ^^, peut approcher aussi près qu'on voudra de :^^ • 

il suffit de considérer que si le point M' passait au-dessous du point M, 
en M, (y%. 69), le point S tomberait en S„ de l'autre côté du point T; 
eu sorte que ce dernier sépare les snus-xécnntcs qui correspondent aux 
points supérieurs à M de celles qui correspondent aux points inférieurs, 
lignes dont la différence peut être conçue aussi petite qu'on voudra, par 
le rapprochement des points M' et M,. 

11. A cet exemple, tiré de la Géométrie, joignons-en un autre tiré de 
la Mécanique. 

Les corps tombent vers la surface de la terre, en vertu d'une force qui 
agit constamment, et en conséquence de laquelle leurs mouvements s'ac- 
célèrent, c'est-à-dire que ces corps parcourent des espaces de plus en 
plus grands dans des intervalles de temps égaux, lorsqu'on prend ces inter- 
valles de plus en plus loin de l'origine du mouvement. 

Quand on représente par i l'espace parcouru dans la première seconde, 
dans la deuxième on a 3, dans la troisième 5, et ainsi de suite : ce sont 
là des données d'expérience qui ont fait découvrir à Galilée que la force 
dont il s'agit, ou la pesanteur, est constante, c'est-à-dire quelle engendre 
toujours la même vitesse dans le même temps. Par vitesse, il faut en- 
tendre t'espace que le corps parcourrait dans 1^ unité de temps, si la force 
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m'ait cessé (F agir sur lui au commencement de cette unité. Cela posé, 
voyons comment on peut calculer les effets d'une pareille force. 

Au lieu de supposer qu'elle agit constamment, concevons que ses 
actions, toujours égales, soient instantanées comme celle de l'impulsion, 

et qu'elles se répètent à des intervalles marqués par une fraction — do la 

m 

seconde prise pour unité de temps. Un corps reoevra donc pendant 

l'unité de temps un nombre m de ces actions dont les effets, s'ajoulant 

les uns aux autres, lui imprimeront, au bout de ce temps, une vitesse 

totale que je représenterai par p. La vitesse qui résulterait d'une seule 

action serait donc — » toujours pour l'unité de temps; ainsi, pendant la 

fraction — 5 le corps ne parcourrait que l'espace — ,• En considérant les 
m '^ nr 

intervalles consécutifs indiqués ci-dessous, 

I 1 3 n — I // 

m m m m nt 

on aur;i, 1" pour les vitessestrésuUantcs des actions exercées par la forcc,^ 
au commencement de chacun de ces intervalles, 

j) %p Zp ^p np 

m m m m m ' 

a" pour les espaces parcourus à la fin des mêmes intervalles, 
P -^p Zp kp np , 



m" 



.J' 



la somme de tous ces espaces dont le nombre est «, sera [lar la formule 
relative aux progressions par différence [Élém. d'J/g., -ri^), 



\//r nr ; % a \iir nr J 



Maintenant, si l'on observe qu'un nombre quelconque de secondes, dési- 
gné par t, contient un nombre nit d'intervalles égaux à — 1 et qu'oii 
" rii ^ 

fasse n = mt, l'expression précédente deviendra 



p / iiit nrf\ pt I I 
2 V /// nr / '2 V m 



Or, on voit que plus le nombre m augmente, plus les actions de la force 
se rapproc'^^nt, moins la quantité f [-t\ diffère de ;, et que même- 
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elle subsiste lorsqu'on annule la fraction • — ■> ce qui anéantit l'intervalle 

m 

supposé entre les actions successives de la force. Cet état de choses est la 

limite vers laquelle tend sans cesse la suite des mouvements considérés 

plus haut; et par conséquent, dans l'action continue de la force, l'espace 

parcouru est ésfal à - pu. 

En mettant la valeur de n dans l'expression — de la vitesse acquise 

après les n premières actions, il viendra — - =pt, quantité indépen- 
dante de /«, et par conséquent la même, quelque petit que soit l'inter- 



Maintenant, si l'on fait successivement t — o, —\. ='2, etc., on aura 
les espaces 

t 

do .t les dilTérences sont 



(j/^)' ^fj/^)^ ^{^P)' '^^■> 



c'est-à-dire, i fois, 3 fois, 5 fois, etc., l'espace parcouru pendant la pre- 
mière seconde. 

Dans l'exemple de pure Géométrie, on a supposé d'abord des points 
distincts, deux intersections au lieu d'un contact; maisen passant à la limite, 
on a établi la coïncidence des points, et les intersections se sont changées 
en contact. 

Dans l'exemple de Mécanique, au lieu d'un mouvement accéléré d'une 
manière continue, on a considéré une suite de mouvements uniformes, 
ou égaux, pendant un certain intervalle de temps, et dont la rapidité 
croissait seulement dans le passage de l'un à l'autre; mais en prenant la 
limite, on a anéanti l'intervalle supposé entre les actions de la force, on 
a changé une suite d'actions isolées en une action continue, et l'ensemble 
(les mouvements uniformes supposés est devenu le mouvement uniformé- 
ment accéléré, tel qu'il a lieu dans la nature. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer l'importance de la considé- 
ration des états successifs par lesquels passent des quantités variables, 
comme les ordonnées des courbes, les espaces parcourus par l'effet des 
forces qui changent, et de chercher, non les changements en eux-mêmes, 
mais les limites vers lesquelles tendent leurs rapports. 
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III. Cette considération, qui est aujourd'hui la meilleure base que l'on 
puisse donner au Calcul différentiel, se retrouve implicitement dans la 
Géométrie élémentaire, toutes les fois qu'il faut comparer les lignes 
courbes aux lignes droites, les aires circulaires à celles des polygones, les 
corps ronds aux polyèdres ; car on ne mesure immédiatcmcm que des 
lignes droites, des polygones et des polyèdres. 

En effet, si l'on désigne par w l'angle AOH [fig. 67) qui est la moitié de 
l'angle au centre du polygone régulier quelconque ABC, circonscrit au 
cercle dont le rayon OH = /•, et qu'on prenne l'unité pour le rayon des 
tiibles trigonométriques, on aura 

I : tdngw = /•: AH, 
d'où 

AH = /-tang&) et AB = 2/-tangw. 

Mais le côté AB est contenu autant de fois dans le contour du polygone 
régulier que l'arc qui mesure l'angle AOB est contenu dans la circonfé- 
rence : soit donc it. celle qui est décrite avec le rayon i, et à laquelle se 

rapporte l'arc &^; le nombre des côtés du polygone sera — \ ainsi son 

contour sera 

a- , tan2;M 

— . '^rlangw = iT.r . ■ — - — • 
2W ' w 

Or, plus le nombre des côtés du polygone augmentera, plus l'angle w dimi- 

tan^'w 
nuera, et plus le rapport — ^^^^ approchera de l'unité qui est sa limite 

(Tomel", page 35). Si l'on passe à cette limite, le polygone se changera 
en cercle, et sa circonférence deviendra 2Ttr, comme le donne la Géomé- 
trie élémentaire. 

Rien n'est plus aisé maintenant que d'obtenir la surface du cercle. Celle 

du polvgone ABC étant égale à son contour a-/- — — , multiplié par -011 

w 'J. 

I • . . , tango) , , ,. . 

ou -r, revient a 77/-= — - — : et en passant a la limite on a r.r', comme 

[lar la Géométrie élémentaire. 

On appliquerait bien aisément ces calculs aux corps ronds; mais nous 
ne nous y arrêterons point : nous nous bornerons seulement à faire 
observer qu'ici la /imite se montre, non pas comme un mode arbitraire 
d'exposition, mais bien comme tenant au fond des choses. 

La considération des limites n'est pas non plus étrangère aux Élé- 
ments d" Algèbre. J'en ai donné un exemple sur la fraction -7^ 7—^, 

v[a — 0) 

dont les deux termes s'évanouissent quand a = b, et dont la valeur est 
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alors 2(7, et j'en ai fait usage pour expliquer un cas singulier du problème 
des deux lumières. [Élcin. dAlg.^ 70, 120.) 

En effet, c'est toujours à celte considération qu'il faut avoir recour.s 
pour expliquer les difficultés qui peuvent naître des indications de quan- 
tités infinies ou infiniment petites, dont les mathématiques n'ont pas 
besoin de supposer l'existence actuelle, et qui d'ailleurs n'offrent aucune 
prise à l'esprit. 11 n'est donc pas étonnant que lorsqu'on analyse avec soin 
les diverses théories proposées pour l'établissement des principes du 
•Calcul différentiel, on y retrouve toujours des idées de limites. 

I\ . Quelquefois on a employé des locutions vicieuses : c'est ainsi qu'on 

a désigné longtemps la méthode des limites sous le nom ûc méthode des- 

premières et dernières raisons; mais ce langage n'est pas exact. Quand, 

"XY-^ k MO 

plus haut, nous avons considéré le rapport - — '■ — des lignes rr^ ( P- 1061. 

p " M Q ^' 

2 Y 

nous n avons pas dû dire que la limite -— était la dernière raison de ce- 

V 

lignes, car lorsque ^-^ se change en -^5 par l'anéantissement de /, 

P P 

les deux points M' et M coïncident, les lignes M'Q et MQ n'existant plus, 
îi ont plus de rapport. C'est donc comme existant à part, c'est comme 

■ / 2 Y 

quantité .v«/ g-('«67Y.v, qu'il faut envisager -^ ; et ce qui lie cette fraction 

aux quantités // et /■, ou MQ et M'Q, c'est seulement qu'on peut l'en faire 
dériver, comme exprimant, non pas leur rapport, mais sa limite. C'est ce 
«jue Newton lui-même a très-bien exprimé dans ce passage de son livre 
des Principes : 

« Les dernières raisons qu'ont entre elles les quantités qui s'éva- 
>> nouissent ne sont pas, dans le vrai, les raisons des dernières quan- 
■>' tités, mais les limites dont les raisons des quantités qui décroissent à 
3) l'infini approchent sans cesse, et de manière à n'en différer qu'aussi 
j) peu qu'on voudra (* ). » 

Si l'on supposait que le point M', d'abord réuni au point M s'en éloi- 
gnât, alors les lignes MQ et M'Q naîtraient au lieu de s'évanouir, et c"est 

2 )' 
dans ce sens qu'on nommait -^ leur première raison. 



C) VUimie rationes illie quihuscum quanlilales evanescunl, rêvera non sunl ra- 
iiones quanlilalum ultiniarum, sed limites ad tjuos quanlitatum sine limite decres- 
<:cntium rationes semper appropinquant ; et quas propiùs assequi possunt quant pro 
data quavis differentia. (Philosophiœ naluralis principia malhematica, lih. l 
■sect. I, lem. XI, scholium. ) 
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V. Il me semble que pour bien voir la naissance des limites, dans le 
passage des lignes droites aux courbes, il suffit de remarquer que la dif- 
férence caractéristique entre une courbe et un polygone consiste en ce 
que l'on peut toujours inscrire dans la courbe un angle aussi approchant 
de deux droits qu'on voudra, ce qui ne peut se faire dans un polygone, 
où l'angle à la circonférence est le plus grand de tous ceux qui peuvent 
être placés entre deux côtés consécutifs. 

Il suit immédiatement de cette condition, que chins une courbe quel- 
conque, In limite du rapport de raie à sa corde est P unité; car si l'on 
prend de chaque côté du point A [fg. 68), des cordes de plus en plus 
petites AB = AC, AB' r= AC, etc., qu'on tire les droites BG, B'C, etc., 
qu'on abaisse sur ces droites les perpendiculaires AD, AD', etc., les tri- 
angles rectangles BAD, B'AD', etc., donneront 



BC 
AB + AC 



BD . i__ B'C B'D' . i„,_, , 

-PR = sm - BAC. —77; nr, = -rrr, = sm - B AC , etc. : 

AB 0. AB-hAC AB' 2 ' * 



mais les angles - BAC, - B'AC, etc., tendant sans cesse à devenir droits, 

leurs sinus approchent de plus en plus d'être égaux à l'unité : il en est 
de même des rapports dos lignes brisées aux droites qui joignent leurs 
extrémités, assemblages de lignes qui s'approchent aus.si de plus en plus 
de l'arc et de sa corde. 

Il faut bien observer que ce n'est pas simplement parce que l'arc et sa 
corde diminuant, leur difTérence diminue, que leur rapport tend vers 
l'unité. Les côtés d'un triangle rectiligne, par exemple, conservent tou- 
jours leur rapport, à quelque degré de petitesse qu'on les réduise, tant que 
les nouveaux triangles demeurent semblables au premier, et les différences 
de ces côtés décroissent aussi dans le même rapport; mais il n'en est pas 
ainsi pour les arcs : ils s'aplatissent parce que l'angle inscrit s'ouvre à 
mesure qu'ils décroissent, et que les flèches AD, AD', etc., décroissent 
plus rapidement que les cordes BC, B'C, etc. Dans le cercle, par exemple, 
la flèche diminue comme le carré de la corde {Géom., i34). Il résulte de 
là que l'excès des arcs sur leurs cordes décroît aussi plus rapidement que 
ces droites. En effet, si l'on compare deux grandeurs A et a, qui diminuent 
indéfiniment, et que l'on pose A = a-\-o, on verra que le rapport 

X a + S 5 , ,, . , , 

— = = I -i — ne peut tendre sans cesse vers 1 unité qu autant que 

a a a 

décroit plus rapidement que a. 

On peut encore rattacher aux considérations précédentes sur les angles 

inscrits dans les segments des courbes, la propriété qu'a le rapport de 

l'ordonnée à la sous-tangente, d'être la limite de celui des accroissements 

de l'ordonnée et de l'abscisse. En effet, trois points M„M, M' (J/g. 69), 
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sur une courbe quelconque, détermineront deux rapports ■ ,. et -ïtt^î 

respectivement égaux aux tangentes des angles MM,0„ M'MQ que les 
cordes M, M et !\!M' forment avec l'axe des abscisses P,P'; et désignant 
ces angles par A et B, on aura 

Cela posé, on sait que 

tangA — langB ,„ . 

tang A — B = ? . ° ^ {Tr/j^.,27 , 

"^ ' i+tangAlangB^ » > / /> 

d'où 

tang A — tangB-- ( i + tang A tangB) tang (A — B); 

et si Ion prolonge M,Mau delà du point M, on formera l'angle RMM', qui 

sera la différence des angles ]\IiM,Q, et M'MQ, ou A — B, et en même 

temps le supplément de l'angle M,MM'. Plus ce dernier approchera 

de deux droits, plus le premier diminuera, et avec lui la différence 

MO M'O 
tang A — tangB des rapports ' ? tttt' "^^'S l'un de ces rapports étant 

PU 

moindre que tt-i tandis que l'autre est plus grand, ils se rapprocheront 

d'autant plus de cet intermédiaire, qu'ils différeront moins lun de l'autre : 
ce sera donc leur limite commune. 



NOTE B, indiquée sur les pages i33, 226 e/ aSa. (ïome ^■^ 
I. L'équation 



I = \[cosz-^\J— I sine), 
devenant 

2 m - \/— I — 1 I , 

lorsque l'on prend z= imir^ fait reconnaître que lunité a une infinité de 
logarithmes différents. On ne trouve zéro qu'en posant m = o\ mais pour 
toute autre valeur entière, soit positive, soit négative de m, on obtient 
une expression imaginaire qui doit être regardée comme un logarithme 
de l'unité. 

Cette proposition, qui semble un paradoxe, quand on n'assigne aux lo- 
garithmes qu'une origine arithmétique, en les déduisant de la comparaison 
des progressions (i?/<w. crjlg.,i5\), devient naturelle quand on les tire 
de l'équation y= c^. En effet, si l'on désigne par y. l'exposant numéiique 
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de la puissance à laquelle il faut élever e, pour produire la valeur assi- 
gnée kf, et qu'on fasse x= a + 3, il vient 

'-' ~ ïi *!"' se réduit a f ?t i, 

à cause de e —y. Mais l'équation c''-= i, étant développée par la for- 
mule du n° 27, conduit à 

qui se décompose dans leg facteurs 

s=zo, i + :::-|--^ + eic. = 0; 

le premier est la dctcrniiiuitiim arUlimétique du logarithme de l'unité, et 
le second contient les dcterminations algébriques : ceci est à la théorie 
des logarithmes ce qu'est la considération des racines imaginaires de 
l'unité à la théorie des puissances [Éléiii. d'Jlg., iSg). 

Les valeurs z = 2/^77 v''— i sont les racines du second facteur de l'équa- 
tion e^=i, et celles de l'équation j= t-' sont x-{- -21117: \/— 1, en sorte 
que 1/= x-i-im-)/— i. 

IL Pour déterminer ces racines, Euler, qui les a découvertes le pre- 
mier, a employé un artifice d'anahse très-ingénieux, et qui repose sur la 
proposition démontrée dans le n° 488, d'après laquelle les racines de 
l'équation 

2/«77 ,■ . 9.111- 

1 —1=0 sont y = ces h v — ^ i sm • 



n 



11 faut d'abord observer que 



- + --^ -' ^ + etc. 



\ /ij i ï .1 n 1.2.3 

1 



I 



H){^ 



-r etc. 



' I 1.2 1.2.3 

a pour limite, lorsque n devient infinie, 

z z} z' 

î _l j \ _i_ etc. = C-. 

I 1.2 1.2.3 

Cela posé, l'équation 6'= — i = o pourra être remplacée par la limite de 
Lackoix, Ccdc. dijf'., 11. 8 
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( I + -) — I-- o, et substituant i+-à >', on aura, par ce qui pré- 



'ède. 



z ini- ■ . nmiT 

I 4-- = cos h \'-~ 1 sin ; 

// n n 



puis prenant les limites relatives à la supposition de n infinie, suivant 

laquelle cos et sin deviennent respectivement i et - ? en con- 

ce^gnt toutefois que m demeure finie, on aura, comme ci-dessus, 
z = imi^ \j — I. » 

... ., ^ 2W7T . iniTZ 

Afin de bien voir cette limite, il faut mettre pour cos et sin -> 

leur développement (37); et après les simplifications, il vient 

\mW? , f Sm^TT^ , \ 

z— — - h etc. + y/— I ( 2W7r — ■ +etc. t 

in \ ■jL.ô./r ) 

ce qui se réduit à z = im~.\J — i, lorsque n est infinie. 



m. Il peut aussi n'être pas inutile de faire observer que la décompo- 
sition de 7""— I en facteurs, sur laquelle ce qui précède est fondé, s'ob- 
tient indépendamment des considérations du n° 187 : voici comment 
Lagrange y est parvenu. 

Les équations 

cos («4-1)2 — cos z cos nz — sin 2 sin nz, 
cos [n — I ) z = cos z cos nz + sin z sin nz, 

étant ajoutées, donnent 

cos ( « + I ) z + cos [n— I ) z = 2 cos z cos nz, 
d"où l'on tire 

2C0S(«+ I )Z = 2 cos z. 2 cos «2 — 2C0S(« — I )z. 

Posant ensuite 

I 

2C0SZ=j4--j 

vl mettant les nombres i, 2, 3, etc., à la place de n, il viendra 

2C0S2z= ()"4--| —i — r'-\ — -1 
\ rJ * y 

.cos3.= (r + i)(/ + i)-(.v + i)=,^ + l, 

aco.4.= (r + i) {^+f) - (r'+i) =/+^. 
etc., 
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d'où l'on conclura d'abord, par analogie, que 

I 

2C0S«Z — t + — • 

) 

Pour s'en assurer tout à fait, il suffit de voir que si la loi remarquée a 
lieu pour les nombres /z— i et u, elle aura pareillement lieu pour la 
nombre n-\-i. Or, si l'on fait 

2C0S{«— I )3=-^-" + -^^zr^l 2C0S«3r=j"+— ? 

il en résultera 



2 ces 



(«+.)- (r+^) (r+fj - (''-'+^-) =r"^y-^ 



ce qui est encore la loi supposée, et prouve qu'en partant des valeurs 
)7= I et «= 2, elle s'étendra à tous les nombres entiers. 
Il suit de là que les équations 

I I 

2C0S3=')+-i 2C0S«3= >■"+ -1 

• y -^ /* 

qui reviennent à 

j - — 2jr cos 3+1 i - o, j"" — ly" cos nz-\-\ = o, 
ont lieu en même temps, qu'elles ont par conséquent une racine com- 
mime. Mais si on la désigne par a, qu'on fasse ensuite jr= -> et qu'on ré- 
duise tous les termes de chaque équation au même dénominateur, on 
trouvera qu'elles sont vérifiées en même temps par cette nouvelle valeur; 
et comme la première équation n'est que du deuxième degré, il en résulte 
qu'elle est un des facteurs de la seconde. 
Maintenant, si l'on prend 

il viendra 

cos/?z — coso, z~ , 

n 

et par conséquent l'équation 
aura pour facteur 

'J./)lTZ-\- fî 



y — 2) cos 



n 

quel que soit le nombre entier qu'on substitue à ru : voilà donc la for- 
mule du n° 191. 

8. 
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Pour en déduire celles du n° 100, il suffit de faire o :=;: o et o ^ -. Dans 
le premier cas^ on aura 

cos — ■^j j^" — 21-" -h I = (y — I )-, 
puis 

y — 1 = o, y — 2/ cos 1- i = o. 

Dans le second cas, 

0050 = — I, y -{-2.}"+ I = (/'+ 1 Y, 



puis 



, (ini-\-i)77 
j'"+i = o, j)^ — ajcos^— ■ |-i=o, 



comme dans le numéro ci lé. 
IV. Au moyen de Texpression 

z = ini- \/ — 



des racines imaginaires de l'équation e^"— i = o, on explique plusieurs 
difficultés qu'offre l'application des logarithmes aux nombres négatifs, 
entre autres celle-ci : puisque [ — uY = [-{-a)- — a-, on doit en con- 
clure que 

\[-aY=\a-, 2l(— «) = 2l(^rt), d'où l(-r/) = l(+«); 

mais la dernière de ces conséquences ne s'accorde point avec l'équation 
7 = e-^ : jamais aucune valeur réelle de x ne saurait rendre r négatif ; 
ainsi les nombres négatifs ne peuvent avoir des logarithmes réels. 
Cela est confirmé aussi par l'équation 

z\, — I - - 1 ( cos z + \ — I sin z], 

dans laquelle il faut faire :;= [iin+ i }- pour obtenir cos z= — i, d'où 
il résulte 

1 ( — t ) = ( ^'" -r- ' ) ^ \/~~ * » 

ot en désignant par a le logarithme réel de +r/, il vient 

\[ — a)^%-\-\[—\)-= y.-^['i.m-^\)r.\^~^i, 

formule qui ne donne aucune valeur réelle, puisque ui doit toujours être 
un nombre entier (188). 

Cependant il est vrai que les expressions 2l(4-<7) et al (—a) font partie 
de celles de h/^ mais sans pour cela être égales entre elles. En effet, y. 
étant le logarithme réel de «, celui de fi^ sera 2 a, et tous les loga- 
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ritlimc3(tant réels qu'imaginaires) de cv seront compris dans l'expression 
•^ y. -h 2 m r. yj — I , /;/ pouvant être paire ou impaire. Dans le premier cas, 
■i-in sera un nombre doublement pair, et par conséquent l'expression ci- 
dessus s'accordera avec 

2 1(4-'"') ^" 2 7. + 2 .rLinr-s/— i : 

dans le second cas, le nombre im étant simplement pair, l'expression de 
\ii'' s'accordera avec 

2l( — (7) =2a4-2(2/»-f-l)77 /— 1; 

mais les expressions 

2a-r •i.'xm~.\l— i , 2^ + 2 {2///+ 1)71-^— l , 

ne sauraient s'accorder entre elles , puisque les nombres indiqués sont 
doublement pairs dans la première, et simplement pairs dans la seconde. 



NOTE C, indiquée sur la page iÇ>5. (Tome I".) 

N'ayant considéré dans les n"' 219 et 220 que le cas uù l'exposant n 
est entier et positif, je vais montrer ici ce qui arrive dans les autres cas, 
à l'égard desquels on a été longtemps dans une erreur que M. Poisson a 
relevée le premier; mais comme il restait encore sur ce sujet quelques 
difficultés à éclairoir (wtrijleTniité in-4", t. III, p. 6o5 et 616), il donna 
lieu à beaucoup d'écrits, qu'il serait trop long maintenant de citer en dé- 
tail. [Voyez les annales de Mathématirjues ^ par M. Gergonne; le Bul~ 
Ictin des Sciences vuithémati(mcs\ par M. de Férussac; le Journal de 
M. Crelle, etc.) Je ne mentionnerai spécialement ici que les premières 
remarques faites en 18 12, par M. Poisson [Correspondance sur C École 
Polrtcclmique, t. II, p. 12), les Rcclterches sur l'Analyse des sections an- 
oulaires, par 'M. Poinsot, publiées en 1825, et les articles insérés pa/ 
M. P(jisson dans le t. IV du Bulletin des Sciences mathématiques, p. 140 
et 344. 

I. Si l'on changeait l'ordre des termes dans l'expression de cos 2, d'où 
il résulterait 2"cos3"= (e-'>^ -4-^?'*^-' )", et qu'on développât suivant cet 
ordre le second membre de l'équation ci-dessus, on trouverait 

2"C0Sz"=e-"-* ' 4--^-^"-=^-^-' -i ^-U-4).l I 

I 1.2 

+ ^^^^^~'^^;~'^ .-("--)'^~+etc.; 
1.2.3 
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et comme 

ç-mz v-\ _ çQg ^^2 — y/— I sin /wz, 
il viendrait 

'i , ^ /' ' '^ — , . ^ 

2 cos z" = COS «î H COS ( « — 2 ) 3 H COS («—42 

I ^ 1.2 ^ 

. /7 ( « — I ) ( « — 2 ') 

cos(« — 6)z4-etc. 



1.2.3 

— V — I \ &\nnz-{-- sin [n — 2) z~\ sin{«— 4 )z 

( I 1.2 

+ — ^ '-^ ^sin « — 6 z + etc. , 

1.2.3 ' ) 

ce qui ne diffère du développement écrit sur la page 261 (Tome \") que 
par le signe de y' — i , en sorte qu'on a la double expression 

(A) 2"C0Sz" -- ZiZ'y/— I? 

dans laquelle 

Z = COS /î2 + - COS « — ijz-] ■■ -cos(/î — 4)z + etc., 

I 1.2 \ T/ 

r., ■ n . , . n[n — i) . , . 

Z^= sin «2 + - sm « — 2 ) z H sm ( « — 4 ) 2 -t- etc. 

I 1.2 

Quand le nombre n est entier, cos z" n'a qu'une seule valeur qui est réelle : 
en égalant donc les deux précédentes, on forme l'équation 

Z + ZV^ = Z-Zy/^, 

qui ne peut avoir lieu que lorsque Z'=o, circonstance vérifiée en effet 
dans le n°219, et il s'ensuit que 2"oosz" = Z. 

Mais quand n est un nombre fractionnaire, la quantité 2"cosz" a des 
racines imaginaires, comrtie toute expression radicale, et il n'arrive pas 
toujours que ses racines réelles coïncident avec Z, si ce n'est dans quel- 
ques cas particuliers où Z' = o : c'est ce que M. Poisson a montré pour le 

cas où « = - et z = -^, TT désignant la derai-circonférence. 
3 



Alors 



3r+-cos(^37.-2.j+ ^^ cos(^-:r-4:.J-f 



3 \ I 1.2 1.2.3 



3~^ 

= cos TT TT J I + - -I ^ -i ^ ' — ^^ + etc. 



I ~ - \ \ - 

:^ cos ^ TT ( I -i- 1 )^ = 2^ cos X ~ = - J^'a, 
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I I „ , , , 

a cause que cos -^n = — (Jr ce résultat n est pas exact , car cos ti- étant 

IL — 

— 1, on a 2^ (costt)^ = — y'2. 
D'un autre côté , si l'on prend la détermination arithmétique de 

'>.^ ( cos 77 jâ" , savoirv— 2j et qu'on la multiplie par les trois racines cubi- 
ques de l'unité 

I, -^ 5 [Algèbre, iSq), 

•j. li 

il vient 

2 3 (cosTr)-* =^ — v/a 5 ou ^ -^'—j ou -^^ — ^-î— ) 



et l'on voit que le nombre - \/i, obtenu plus haut, pour Z , n'est que la 



1 ' 
2 

demi-somme des valeurs imaginaires. 

Dans cet exemple, les expressions ZrtZ'v/— ~i donnent immédiatement 

les deux racines imaginaires, comme on peut le vérifier en observant que 

sin ^TT = -v/3i mais de plus, chacune de ces expressions peut donner 

X 1 

successivement les trois racines de 2^ (cos7r)% en y changeant 77 en 077 

et en 5 77, arcs ayant même cosinus. 

Enfin la fonction toute réelle Z devient elle-même la valeur réelle — v/2 

quand on y fait z = 877. 

II. Passons à l'examen du cas général 

(2C0Sz)"---Z±ZV^; 

observons d'abord qu'il y a deux manières d'arriver aux diverses valeurs, 
soit réelles, soit imaginaires, que comporte le premier membre. On peut, 
dans les séries Z et Z', changer 

2 en Z + 2 77, Z + 477,..., 

ou bien prendre l'une quelconque des expressions Z ± Z'y/— i , et la mul- 
tiplier successivement par chacune des valeurs de (i)" ; les résultats seront 
les mêmes, mais l'ordre pourra être différent. 

Pour appliquer le premier moyen, il faut chercher ce que deviennent 
les séries Z et Z', lorsqu'on y change z en z + 2 ^77. On a, dans un terme 
quelconque, 

( « — 2 772 ) (z + 2 r77) = ( « — a 777 ) z -h 2 « r77 — 2 /?2 . 2 7-77 ; 

et comme les nombres m et r sont entiers, on peut laisser de côté la partie 
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im.irr.^ qui exprime un nombre complet de circonférences : il restera 
seulement Tare (« — 2/?2)z ^rinrr. ^ dont le cosinus et le sinus seront, 
par les formules connues, 

COs(« — im)z cosanr- — sin { n — 2/»)zsin2//r-, 
sin [n — 7.m) z cos 2 nri: ~ cos [n — 2ni)z sin 2 nr-. 

La première de ces valeurs donne, pour chaque terme de Z, une expres- 
sion de la forme 

M cos i n — lui )zcos inrTT — M sin (// — 'im)zsimfiJ-, 

et la seconde, mise dans Z', produit 

M sin [/i — 'jifii ) z cos inr- -f-M cos { n — 2 w) z sin "xnrr.. 

Cela posé, les facteurs cos inr- et sin inr- conservant la même valeur 
dans tous les termes, on verra sans peine que Z se change en 

Z cos "Xiir- — Z' sin 2 nrr., 
Z'en 

Z'cos2«/-77 -i- z sin im-, 
et Z-L ZV^t'n 

Z cos inr- — Z'sin 2«/'-4-(Z'cos2^?/---|- Z sin inr~) \ — 1 
= (Z-r-Z'\— l) cos 2/?/'7r 4- (Z v/ — I — Z') sin 2«/--, 
= (z + Z' \/ — 1 ) ( cos 2 nr-r -f- \/— i sin 2 «/■ - ) , 
à cause que l\'—\ — Z' ^ \/— i (Z-f-Z' v^— i). 

Si l'on écrit '— au lieu de n, on aura l'équation 
(B) h'" cos z'^ = ( Z -f- Z' \/=T) (cos ^^ + V 



ira— 1 

/ — I sm — '■ — ) 



dont le second membre fournira v valeurs du premier, on prenant succes- 
sivement pour /-les nombres o, i, 2.. . ., v — i. 

Pour avoir une idée plus précise de l'équation ci-dessus, posons z = o; 
alors 

cos z — I , sin z — o, 
doù 

/* /* :' 

Z = ( I -f- I ) "'' = 2 '■' , Z' = o, et (il"— cos — -^ — 1- V — I sin — ^ j 

comme il résulte des formules du n° ISS. 
On voit donc par là que l'équation (A) conduit immédiatement au ré- 
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pultat que Ton déduirait de la considération des racines de l'unité élevée 

... y. 

a la puissance -• 



III. Lorsque parmi les valeurs de la fonction y/a'" cos z'^' , il y en a une 
réelle P, dont on veut déduire toutes les autres, on pose 

( C ) yj-i.^ cos Z^- = ? i COS — —- -i" \/— I sin — ï^ j ; 

et comme ces valeurs se tirent aussi de l'équation (B), il faut que parmi 
les nombres assignés pour r et r\ il s'en trouve qui rendent identiques en 
môme temps (B) et (C). Dans ce cas 

Z COS — '■ Z sm — '— ' P cos ' 

V V V 

„, 2 /• M.77 a /- y.77 . ir'u- 
L cos — ■■ h z sm — '— ^- p sm ■ — 

V V V 

Si Ton élimine alternativement Z et Z' de ces équations, et qu'on change 
en sinus et cosinus de la différence des arcs, les produits de leurs sinus 
et de leurs cosinus, on trouvera 

(D) Z = Pcos- — ^, Z' = Psin— ^-^, 

V V 

d'où l'on déduira 

O-ir' — r\ u- 
cos — i -^ — 

V -h Z-- = P= ^ 



Z' . 2/' — /■) -J- 

sm '■ — 



relations dont la dernière, étant indépendante de z, résout une difficulté 
que j'ai indiquée dans le Traité in-4°, t. III, p. 6i6. 

Néanmoins, quoiqu'il ne contienne pas z, ce rapport n'est pas constant: 
mais il varie par intervalles, comme on va le voir en assignant des va- 
leurs particulières à l'arc z. 

Soit i°s= o; alors Z' = o, Z = P, puisque Z est la valeur réelle de 

ia fonction radicale. Dans ce cas, la première équation (D) donne 

2 i /■' — r\ ut: . . 

I = cos — '^ ; ce qui exige que r = r, et vérifie la seconde. 

2° En posant z = tt, et prenant pour v un nombre impair, afin que 



V a' (costt)- =S 2' (— i) 
ne soit pas imaginaire, la valeur de cette expression sera+Va''' ou 
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V, 

— Va''', selon que y. sera pair ou impair. Dans la môme hypothèse, les 



?- (?-^)- (?-0- 



etc. 



nyant les mêmes sinus et les mêmes cosinus, les fonctions Z et Z' re- 
viennent à 

2 COS'— > 2 Sm ! } 

V V 

et en mettant ces valeurs dans les équations (D), on arrive à 

uTT 2(/*' — r)u.iz . U.1Z . lir' — r]u.Tz 
cosî^ = cos— ^ -^—y sini^=sin— ^ '-^ — t 

V V V V 

équations auxquelles on ne satisfait qu'en posant 

i=:2(r — r) ou r— /•=-• 

2 

Le développement de sin s"" donnerait lieu à de semblables observa- 
tions; mais il est inutile de s'y arrêter, parce qu'on l'obtient aussi par 

la substitution de au lieu de z, dans celui de cos z". 

2 

Ce qui précède montre suffisamment l'origine des diverses valeurs que 
prennent, suivant la nature de leur exposant, les fonctions cos z" et sin 2"; 
mais la variété des formes données aux développements des fonctions 
circulaires et des méthodes employées pour y parvenir, ne permet pas 
d'en insérer le détail dans une simple Note : je renvoie pour cela aux 
ouvrages que j'ai cités, et je me bornerai à indiquer deux développements 
qui sont inverses de ceux des fonctions sin z" et cos z". 

rV. Les formules du n" 187 donnent aussi des expressions simples et 
élégantes des sinus et des cosinus des arcs multiples. On a 

cos nz + \/— I sin nz = (cos z -+- /— i sin zj-j 
cos nz — /— I sin nz = (cos z — \/— i sin z)" ; 
en prenant la somme de ces équations, on en conclut 

(cosz + v/ — I sin z)" + (cos z — \/— i sin z)" 



cos nz = 



et si l'on retranche la deuxième de la première, il vient 

(cosz-hv/— I sinz)"— (cos z — s/— 1 sinz)" 
sm nz — i —L '. — — ^ 

2/— I 
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expressions qui, quoique affectées d'imaginaires, n'en sont pas moins 
réelles, parce que ces signes disparaissent tous par le développement 
des puissances indiquées. En effet, on a 

^cos 3+ \ — I sm z) = cos - H — \ — i ces z"~' sin z 

tiin — I ) , . 
■ cos z""^ sin Z' — etc., 

I .2 

(cos Z— y/ — I sin s)" = cos s" \l — i cos s""' sin z 

• cosz""' sin 3- + etc., 



1 .'2 

et substituant ces séries dans les valeurs ci-dessus, on arrive à 



n[n — i)(« — 'i.\{n — 3 



cos nz = cos 2" ^^ cos z" ' ' sin z^ 

I .2 



1.2.3.4 



COS z""* sin z* — etc., 



n „ , . n[n — \)[n — 'x) „ , . , 

sm nz — - cos z" ' sm z -— cos z"~^ sm z^ 

I 1.2.3 

, w ( « — I ) ( /; — 2 ) ( « — 3 ) ( /? — 4 ) „ ^ • ^ 

H ■ — f-i — - — — — cos z"-' sm z^ — etc. 

1.2.3.4.5 



NOTE D, indiquée sur la page 271. (Tome I".) 
I. Après les différentielles de la forme 



Xd.r 



v/A+Bx + Cj;' 



dont les intégrales, dépendant des arcs de cercle ou des logarithmes, 
peuvent se calculer numériquement au moyen des tables trigonomé- 
triques, on a considéré les différentielles suivantes : 

Xd.r 



v/A + B X + C .r^ -4- D JT^ + E j:* 



dans lesquelles le radical n'est encore que du second degré, mais contient 
jusqu'à la quatrième puissance de la variable. Comme dans le n° 183, ce 
radical peut être mis au numérateur ou au dénominateur, X désignant 
toujours une fonction rationnelle de x. En raison de la variété des formes 
qu'on peut donner à X, la différentielle proposée est susceptible d'une 
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infinité de cas différents; niais on peut les ramènera un petit nombre 
des plus simples. 

Pour le faire y)lus facilement, il convient d'appliquer au radical ime 
transformation qui fait disparaître les termes de degré impair, B.r et D-r*. 
On arrive à ce point de plusieurs manières. [Fojez le Traité in-4", t. II, 

p. 48.) La plus simple est d'abord déposer x = '——-—■, et d'égaler à zéro 

les coefTicients de ret de y^ sous le radical, qui par ce moyen prendra la 
forme 



on aura ainsi deux équations pour d'éterminer les quantités p et (j. Alors 
la différentielle proposée sera 

Yd )■ 



v/a + pj^-f-y/ 



Y désignant une fonction rationnelle et paire de y, et l'on démontre 
(dans l'endroit cité) que si, pour abréger, on représente le radical par R. 

1 mtegraie / —~- pourra être ramenée a 

II. La quantité cf.-\-l^y + yr\ soumise au radical, pouvant être dé- 
composée en deux facteurs réels de la forme e-\-f)^ et ^-+-///', revient à 

et si Ton faif- = p-, - = r/-, on n'aura plus à traiter que la différentielle 
e q ■ 

Ydr . 



qui pourra être convertie en série convergente, lorsque les deux con- 
stantes p et <7 seront très-inégales, ou lorsqu'elles différeront peu. 
On a déjà vu un exemple du premier cas, dans le n" 20G, sur la for- 

à T v \ /""?r^ ( I ^' x^ ^ (\'V 

mule -— ^-: '—: qui devient ' ' ' - ■> lorsqu'on multi- 

\/i—.v'- \/{i —x^){i — é'a:'^) 

plie ses deux termes par v''! —e'x-, et donne lieu à une série d'autant 
plus convergente que e est une plus petite fraction. 
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En général, soit ry V- = -^y-j la différentielle en _r se changera en 

Nd« 



,2.-^- V-"' 



et on développera le facteur ( i +-4,"") suivant les puissances de la 

fraction -• 
P 
Quand les valeurs de p et de «y seront presque égales, la différentielle 
proposée s'écrira ainsi : 



en posant 



et alors on développera le radical suivant les puissances de o ; le résultat 
sera d'autant plus convergent que S sera petit par rapport à z'^+j^ Il 
y aurait à la vérité quelques cas d'exception; par exemple, si l'on avait 
,.2_j2 au lieu de 7•■+J^ et si la valeur de y était peu différente de 
celle de r; mais ces détails ne sauraient trouver place ici. 

Il suit de ce qui précède, que l'on faciliterait beaucoup l'approxima- 
tion de l'intégrale cherchée, si on la préparait de manière à augmenter 
l'inégalilé des coefficients p et 7, ou de manière à diminuer sans cesse 
leur différence : c'est ce qu'a fait Lagrange par une mélhode, la plus élé- 
gante peut-être qui soit sortie de la plume des analystes. Ne pouvant l'ex- 
poser ici [voyez le Traité in-4°, t. II, p. 77), nousdirons seulement qu'en 



1 


Ydr 


I Yd.r 


11 

\ 

it 


/(? + ^=)(7--'') 


P'i xfir'-^-y'f — à' 




7-"^- Y 


= ,--^1, 



posant u — •- i A ' •';';., i Lagrange obtient une transformée 



, , M du 



^{l±p'u'){i zîzfj'iâ 



dans laciuelle L et M sont des fonctions rationnelles de «' et/^>7, iné- 
galité qu'augmentera la répétition des mêmes procédés. Ainsi, dans ce qui 
précède il y a strictement tout ce qu'il faut pour calculer les intégrales 
proposées, lesquelles, comprenant comme cas particulier l'arc de l'el- 
lipse (262), ont été nommées transcendantes elliptiques ;Viirc de l'hyper- 
bole en fait partie (264), tandis que celui de la parabole ordinaire ne dé- 
pend que des logarithmes (260). 
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III. Quoique les transcendantes elliptiques n'aient pu jusqu'à présent 
être exprimées par des fonctions primitives algébriques, ou logarith- 
miques, ou circulaires, on leur a néanmoins découvert des propriétés 
remarquables, analogues à celles qui établissent la relation des sinus et 
des cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs de cercle, ef 
qui mènent à la division de ces arcs : tel est l'objet d'une branche d'a- 
nalyse portant sur la comparaison des transcendantes ; et pour en mar- 
quer l'origine, je partirai des fonctions logarithmiques. 

Si l'on ne connaissait pas la fonction qui est l'intégrale de -^ 5 on pour- 
rait en découvrir les propriétés comme il suit. 
On poserait d'abord 

ùx , d.r /*d.r /*dx 

f étant la caractéristique d'une fonction inconnue ; et en indiquant l'inté- 
grale des termes de l'équation différentielle dont les variables sont sé- 
parées, on obtiendrait 

(A) f(^)4-f(^-)=a. 

Cf. étant une constante arbitraire. Mais quand on fait disparaître les déno- 
minateurs de cette même équation différentielle, \\\\çn\. yûx + xAy—o, 
dont l'intégrale est 

(B) xj.= p. 

Si, pour déterminer les constantes a et p, on faisait j= i, l'équation (Bj 
donneraito: — ^ et l'équation (A) deviendrait f(p)4-f(i) = a, d'où 
f(-^) + f(j)-/(P) + f(i), et enfin 

f(;r)+f(j)=f(^j) + f(,), 

en remettant pour p sa valeur xy. 
Pour savoir ce que c'est que f(i), il suffit de poser x = \+ii, d'où 



f(x) = f(,+.)==y-^^, 



le développement de cette intégrale s'anéantissant quand u = o, montre 
que l'on peut supposer f (i) = o, et qu'alors 

f(^)-f-f(r) = f(-^j), 

équation qui comprend toute la théorie des logarithmes. 
Passons aux fonctions circulaires; soit l'équation différentielle 
Ax dj _ 
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représentons par f(jr) etf(j) les intégrales f- -'^— et T-Al— . 

il viendra d'abord »- 

(A) f(^)4-f(r)=a. 

Or, de même que ci-dessus, il existe, entre les variables o^et j, une équa- 
tion algébrique qu'Euler a trouvée le premier pour un cas plus général, 
et qui se réduit à 



(B) rv/i — .r'+jrt/i— jr = p, 

pour celui qui nous occupe. Ne pouvant entrer ici dans le détail du calcul 
qui se rapporte à cette équation, je donnerai seulement la manière de la 
Nérifier par la différentiation. On aura en premier lieu 

dj v/7=:^^- -^ + dx v/r:? - ^^ -_ o, 

ce qui revient à 

et donne par conséquent l'équation proposée , quand on supprime le se- 
cond facteur qui ne contient point de différentielles. 

Cela posé, quand on fait j= o, on a, par l'équation (B), a; = [3, et par 
l'équation (A), 

f(P) = «-f(o); 

mais par le développement de I ■ ^ , on reconnaît tout de suite la 

J v'-y 

possibilité de supposer f(o) = o. Il suit de làf(^) = a, et par conséquent 

f (x)+ f (7) .. f (jv/r=r? 4- ^ /ï^^)- 

Si l'on fait f (j:) = t, f (j) — u, et qu'on désigne par f, la fonction inverse 
de celle que représente f, en sorte que j:= î^[t), x— f, («), l'équation pré- 
cédente deviendra 

puis 



f,(/ + «)-f,(Mv/i-f,(^]'+f,(0\/i-f,(«)M 
ce qui est évidemment la même chose que 

sin (H-«) — sinf cosM + siuMCos?. 
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On aurait de même 

sin (/ — u) = sin ^cos u — ëïnucost, 
en parlant de l'équation différentielle 

dx dy _ 



\/i — x'^ \/i 



-y 



Ces formules, qui sont la base de toute la théorie des fonctions circu- 
laires, conduisent aux expressions des sinus et des cosinus des arcs raul- 
ti[)les d'un arc donné, lesquelles, par un simple renversement d'incon- 
nues, fournissent l'équation d'où dépend la division de cet arc en parties 
égales. On en peut voir un exemple dans le n" 171 de la Trigonométrie, 
et il suffira , pour faire concevoir comment la résolution de certaines 
classes d'équations se lie avec la division d'un arc en parties égales. 

Euler ayant trouvé aussi une équation algébrique qui satisfait à l'équa- 
tion différentielle 

d X d / _ 



a jeté les fondements de la comparaison des transcendantes elliptiques, à 
laquelle Legendre s'est appliqué avec un grand succès, dans une longue 
suite de recherches. 
D'abord il en simplifia la forme, que Lagrange avait déjà ramenée à 

Pdx 



cl montra que ces différentielles pouvaient toujours être exprimées par 

Qdo 

y/i — c'sin^^ 

au moyen de la transformation indiquée dans le n° 2G3 : il prouva ensuite 
(pj'en les prenant dans l'état le plus général, on n'en lirait que les trois 
formules 



/ 



do 



\/ 1 — c' sin Y 

do 



/do \Ji — c- i>n\'- 



I 



(i+/zsinç-^) y/ t — casino' 



irréductibles entre elles, et constituant trois espèces distinctes, la secondi'^ 
étant l'arc d'une ellipse dont le grand axe = i, et l'excentricité = c. 
Dans ce cas, le procédé de Lagrange qui opère la diminution continuelle 
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de c, fait passer de l'ellipse proposée à d'autres dont l'excentricité de- 
vient de plus en plus petite , et qui s'approchent sans cesse du cercle 
décrit sur le grand axe comme diamètre. [Fofcz le Traité in-4°, t. II, 
p. 176.) 

L'augmentation successive du coefficient c mènerait, au contraire, à des 
ellipses de plus en plus aplaties et s'approchant sans cesse de la ligne 
droite. 

Pour la première espèce de transcendante, à l'équation différentielle 

d^ d^|' 

\/ 1 — c^ oin 'f- ^i — c^sin^* 

répondent les équations primitives 

(A) f(a,) + f(-}) = a, 



o, 



(B) cos'ycos-^— sinosiny yM — c^sinp''— cos/x, 

a et p étant les constantes arbitraires; la seconde équation, qui est algé- 
brique, détermine entre o et -l^ des relations analogues à celles des varia- 
bles X et j relatives au cercle (p. 127). 

Nous ferons observer que la fonction f de l'équation (A) ne dépend que 
de deux quantités, savoir : c qu'on nomme le module, et l'arc de cercle ^, 
qui désigne l'étendue ou V amplitude de la fonction. 

La suite des valeurs correspondantes de c forme ce que l'on appelle une 
échelle de modules. Ld^ première qu'on ait connue est celle qui résulte de 
la transformation employée par Lagrange (p. iiS). Legendre en a trouvé 
uneseconde,etM. Jacobi(deKœnigsberg)a montré qu'il y en avait une infi- 
nité d'autres, dans lesquelles pourtant la première n'était pas comprise. 

Sous ce point de vue, l'intégrale 1 ' — qui exprime la trans- 

J v'i — c^sino^ 

cendante de première espèce, est désignée par F (c, 9). 

C'est de l'équation 

d » p- A-h 

y/i — X^sin'y-' \J \ — li- éin -Y 

que part M. Jacobi, dans ses recherches. Lorsqu'on intègre séparément 
chaque membre entre les mêmes limites, p. étant un nombre constant, 
on a 

F(/-, p) = pF(/^•», 

ce qui établit le rapport p entre deux fonctions elliptiques de première 
espèce , mais différentes par le module et l'amplitude. On peut remplir 
cette condition, en prenant pour le sinus de l'une des amplitudes une 
Lacroix, Cale, diff., II. 9 
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fonction rationnelle du sinus de l'autre, et dans les coefficients de laquelle 
est introduit un nombre qui, par les diverses valeurs qu'on peut lui assi- 
gner, donne les différentes échelles de modules : tel est le théorème prin- 
cipal découvert par M. Jacobi. 

Pendant qu'il enrichissait de formules nouvelles la comparaison des 
transcendantes elliptiques, un géomètre suédois, Abel (de Christiania), 
qu'une mort prématurée a enlevé au milieu des plus grands succès, s'oc- 
cupant aussi du même sujet, trouvait de son côté les résultats énoncés 
plus haut, et d'autres qui lui appartenaient exclusivement. 

Il change l'ordre des quantités, en regardant l'amplitude comme fonc- 
tion de l'intégrale, c'est-à-dire que désignant par i^ l'intégrale 



/v 



d? 



au lieu de 

H = F(c, sin^), il pose oi=A«, 

A étant la caractéristique de la fonction inverse de celle que représente F, 
et l'on a sin ç. = sinAM. 

Pour bien concevoir en quoi consiste ce changement, il suffit de se rap- 
peler l'échange fait plus haut (p. 127) entre l'arc de cercle et son sinus. 
D'abord, les arcs sont exprimés par leurs sinus, et ensuite c'est le sinus 
qu'on indique par son arc. 

Les Ménwires d'Abel ont été insérés dans le Journal de Mathémati- 
ques de M. Crelle; M. Jacobi a tiré des siens un ouvrage publié à part, 
en 1829, intitulé : Fundamenta nova Thcorice functionum elUiHicarum, 
sur lequel M. Poisson a fait, à l'Académie des Sciences, un rapport enrichi 
de notes savantes, et dont elle a ordonné l'impression. [Foyez le t. X de 
ses Nouvcaujc Mémoires, p. 73.) 

IV. Outre les transcendantes elliptiques, il y en a encore deux genres 
auxquels Euler a donné une attention particulière, et qui sont entrés dans 
les recherches de Legendie : ce sont les formules 

C a"'-'àx[i-x")^ et C àx\ r^Y, 

qu'il a nommées Intégrales Eulériennes [voyez le Traité in-4'', t. 111, 
p. 421, 473). On a indiqué, dans le n°434, la propriété fondamentale de 

l'intégrale / da:l ( - j entre les limites zéro et l'infini, et le cas singu- 

,. . I 

lier ou p = -' 
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Ajoutons ici que le Traité des fonctions elliptiques, par Legendre, con- 
tient des tables très-complètes pour calculer les valeurs numériques de 
ces fonctions. 

Le rapprochement de tout ce qui précède doit faire connaître les points 
principaux des recherches auxquelles donne lieu le classement des di- 
verses transcendantes, et comment des intégrales dont l'expression indé- 
6nie ne saurait être obtenue dans l'état actuel de l'analyse, prennent des 
valeurs assignables entre certaines limites , et manifestent des relations 
plus ou moins simples lorsqu'on assujettit à des progressions particulières 
les valeurs successives de leur variable. 



NOTE E, indiquée sur les pages 3i3 et 329. (Tome I".) 

I. On a vu, dans le n°271, que le résultat des intégrations successives, 
par rapport à deux variables, ne dépendait pas, en général, de l'ordre dans 
lequel ces deux intégrations étaient effectuées : on peut aussi se rendre 
compte de celte circonstance, en considérant les intégrales comme des 
sommes d'éléments, au moyen de l'expression donnée dans la note de la 
page 277 du tome P^ En effet, soitl'intégrale double jj'zdxàjonz = f(x,7), 
et ayant pour limites n et a' par rapport à .r, 6et^' par rapporta j; 
commençons par l'intégration relative à x, et posons a' = 0+ nx] mais, pour 
abréger, écrivons f(/",7) au lieu de f(rt + /«a,j); nous aurons , d'après 
la note citée. 



/' 



zàx = « [f (o, j) +f(i , .r) . . . . +f[n - I , j]. 



Multipliant ensuite par d/ les deux membres de cette équation , et inté- 
grant depuis /= b jusqu'à/ = b', en faisant b' = b+pa., un terme quel 
conque y-Jdfî{m,j) du second membre donnera 

a=[f(/«, o)4-f(w, i)4-f(w,2)....+f(/»,/p-i], 

et il en naîtra, pour le développement complet, 

J" b' /ta' 
\ =d.rdj 
h 'Ju 

f(0, O) +f(l, O) +f(2, O) -t-f(«-I,0) 

i + f(0, l) +f(l, l) +f(2, l) -j-f(«-I, l) 

A-^{[o, 1) +f(i, 2) -;-f(2, 2) +f(«~i, 2) 

-+-f(o,/?-i) + f(i,/j-i)-i-f(2,/>-i)....4-f(«-i,/^-i; 

9- 
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OÙ chaque ligne représente une intégrale relative à .r, et chaque colonne, 
une intégrale relative à /. Si l'on renversait l'ordre des intégrations, les 
colonnes prendraient la place des lignes, et réciproquement : il n'y aurait 
de changé que l'ordre des substitutions; car dans le premier cas, on com- 
mence par substituer à x ses diverses valeurs, et l'on ne met qu'ensuite 
celles de j, tandis qu'on fait évidemment le contraire dans le second cas. 
Or, cela ne change rien en général à la valeur des termes du dernier dé- 
veloppement, puisque f(^, /) doit toujours rester la même, lorsqu'on y 
met pour jt et jr les mêmes valeurs, dans quelque ordre que s'effectuent 
les substitutions. 

II. Il y a pourtant à cela une exception, lorsque ces valeurs rendent 
{{xjjr) indéterminée, en la faisant passer par l'infini. C'est sur la fonction 

. - ., ,., que M. Cauchy a d'abord fait cette remarque. Quand on y sup- 
pose simultanément j: 1= o, jr= o, elle devient entièrement indéterminée, 
comme celle qu'on a considérée dans le n° 15i [voyez aussi le Traité 
in-4°, t. I, p. 357-3()0 et 607 ); mais si l'on n'opère les substitutions que 

l'une après l'autre, en commençant par x = o, on trouve"^ = — ? ce qui 

devient -h infini, lorsqu'on y fait j>- = o; et dans l'ordre contraire, il vient 

d'abord — — = ^) que la supposition de j:= o change en — infini; 

mais la différence des deux résultats cesse dès que l'on ne considère plus 
X et y comme rigoureusement nuls : il n'y a donc qu'un seul élément qui 
prenne deux valeurs, celui qui répond à j: = o, j> = o; et ce qu'il faut 

y^ _ ^2 

bien remarquer, c'est que la fonction 7^4 ^,— ,, devenant alors infinie, 

fait prendre à cet élément une valeur finie qui influe sur celle de l'inté- 
grale proposée; aussi arrive-t-on à deux résultats différents, suivant l'ordre 
dans lequel on effectue les intégrations. 
Pour s'en assurer, il faut remarquer que si l'on fait 



a = arc 1 tans = 
il vient 




dxdy [x^-i-yy 

Il suit de là qu'en commençant par l'intégration relative à x, on a en 
général 

/, /* d'il , du X 

'^-'-Jd^y^^-d-y=-:^^Tf' 
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et depuis x = a jusqu'à x = n\ on obtient 
a' a 
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Passant ensuite à 

= arc ( tang = •^, J — an | tang = - ) 5 

et les limites de cette nouvelle intégration étant b et h\ on trouve pour 
dernière expression 

arc f tang — - j — ar( | tang = -; | — arc ( tang = — j 4- arc ( tang = - ) • 

Quand on procède dans l'ordre inverse , on a successivement 

/' . Ç d' u . _ d_w _ _ _ j 
J^ " ^Jûxd/ -^ ^ dx~ x^ 



d'où 



b' 



jc'^lf^^ x-' + b^ 



fdu ^ r b'dx r bàx 

" ^ j d-r^" -' -jb^x^ -^Jb^Tx^ 

= — arc f tang = ^ j + arc f tang = r ) ' 



et enfin 



— arc I tang = y j + arc (tang = t-, j + arc ( tang=: -r-j — arcf tang = ^ j- 

11 ne serait pas difficile de montrer que, dans leur étal général, lea 
deux expressions précédentes sont identiques; mais si l'on fait 

a— — I, a'=i, è= — I, é'=i, 

limites entre lesquelles torhbent j: = o, j^ = o, et d'oii il résulte 

arc(tang= i) = -1 arc (tang = — i) = — -r) 
on trouvera les valeurs 

7r TT TT TT 

4 4 4 4 

^ TT 7T TT TT 

~4~4~4~4"'~''' 
qui ne sont pas égales, mais dont la difi'érence est 27r. 
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Si l'on voulait prendre ^ = o, j=o, pour les premières limites des 
intégrales cherchées, il faudrait faire d'abord «'= b' =z i, et la première 
expression deviendrait 

^ — arc ( tang ^ b) — arc ( tang = - ) -f- arc ( tang = - j i 



ou bien 



y — arc (tang = i) + arc ( tang = «)-i- arc ( tang-- -h 
4 \ ^^J 



a cause que 



arc ( tang = - j — - — arc(tang-^ a). 



Considérant alors a et ^ comme des quantités très-petites, et négligeant 
en conséquence les termes 

arc ( tang — «), arc (tang =6), 

il resterait — j-i-arc( tang = - h expression qui devient indéterminée 
quand a q\, b sont nuls. Si l'on posait b = inn^ on aurait 

— ^ + arc ( tang = m ) , 

la quantité m pouvant varier de o à l'infini : dans le premier cas, le ré- 

sultat est — -1 et dans le second, + -? a cause que arc ( tang = infini) = -; 
4 4 -1 \ D '2 

la différence entre ces deux valeurs est tt. On a trouvé d'abord 27:, parce 

que les variables x et y étant à des puissances paires, dans la fonction 

proposée, chaque intégration de — i à 4- 1 donne un résultat double de 

celui qu'on obtient de o à -;-i. 

L'ambiguïté qu'on vient de montrer n'aurait pas lieu pour les intégrales 



//■ 



d^rdj, 



prises dans les mêmes limites, quoique la fonction 

r — x- 

x--hf 

se présente sous la forme -■> quand on y fait à la fois x == o, j= o, et 

prenne deux valeurs différentes, suivant l'ordre des substitutions, parce 
que, ces valeurs étant finies, elle n'a, dans cette circonstance, qu'un élé- 
ment infiniment petit. 
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III. La différence des valeurs obtenues en variant l'ordre des intégra- 
tions, ne venant que du seul élément placé à l'origine des variables x etj, 
M. Cauchy l'évalue à part, ce que l'on peut faire comme il suit. 

Soit '^{j:,j) l'expression générale de zdx, z devenant infini par des 

valeurs de x et de j, comprises entre les limites a et a\ b et //; en dési- 
gnant par a la valeur de x, et par /- une quantité très-petite, l'intégrale 

/zdjT, prise dans le petit intervalle de a — / à c/.-\-k, sera 

et dans l'intégration suivante, effectuée depuis /= b jusqu'à j:^ b\ don- 
nera la portion 

J^ dj- [^ ( a H- A; r ) - cp ( a - /■, y) ] , 

qui approchera d'autant plus d'être celle qui correspond à un seul élé- 
ment, que la valeur assignée à A- sera plus petite. 
Dans l'exemple de l'article II, pour lequel 



x' -h j' 
l'expression trouvée ci-dessus devient 

= 2 arc ( tang = 7 ) — 2 arc ( tang = — - j • 

En faisant / — o, pour passer à la limite, on a 

2 arc (tang -= infini) — aarc (tang = — infini) 

277 277 

= 1-— = 277, 

2 2 

précisément la différence trouvée dans l'article cité. 
Les intégrales où l'on ne considère qu'un élément, ainsi qu'on l'a vu 

plus haut pour j zàx, ont été nommées, par M. Cauchy, intégrales sin- 
gulières; les lecteurs qui voudront plus de détails sur ce sujet, les trou- 
veront dans le tome I des Nouveaux Mémoires présentés à F Académie 
(les Sciences, par divers Savants, p. 672. 

IV. La différentiation sous le signe intégral n'a été considérée, dans la 
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note de la page Sag du tome I", que par rapport aux intégrales in- 
définies, et n'est complète pour les intégrales définies, que lorsque leurs 
limites ne varient pas. Quand le contraire a lieu, il se présente deux cas, 
selon que les valeurs extrêmes de la variable indépendante ne se trouvent 
pas comprises sous le signe /, ou qu'elles entrent dans la fonction sou- 
mise à ce signe : voici pour le premier. 

Une intégrale étant équivalente à une somme d'éléments que l'on peut 
supposer aussi petits qu'on voudra (232), on voit sans peine que si les 
valeurs extrêmes représentées par a Qi b deviennent a -4- d a et A -h d^ 

l'intégrale i Xdx augmentera de l'élément A„ d 6, et diminuera de A da, 

ou, ce qui est la même chose, deviendra 



l 



Xdjr-KBd^ — Ad<7, 



B étant mis pour A„, ou bien encore 



I 



î{x)dx -h i{b)db — {{a)dn, 



en représentant X par f(j"), comme dans la note de la page a-y du tome I". 

Supposons maintenant que X comprenne en même temps les quantités 
n et b; alors le changement de a en a -\- dn, et de è en ^ -f- dé, don- 
nera, au lieu de X, X + -^ — drt-!--rrd6, et si les quantités a el b 
' dci db ^ 

sont des fonctions d'une troisième, j, on aura 

d f Xdx 
Ja da C d^A , tl^ r tiX- , ^db .da 

d^ djJ da ûyj db d/ dj 
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NOTE I. 



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL DIFFÉREiNTIEL 
ET DU CALCUL INTÉGRAL (*). 



De la dérivée d'une fonction d'une seule variable. 

1. Lorsque la valeur absolue ou le module d'une quantité 
variable décroît indéOnimenl de manière à avoir zéro pour 
limite, on dit que celle quantité devient infiniment petite. 

Lorsque le module d'une variable croît indétiniment de ma- 
nière à pouvoir surpasser toute quantité donnée, on dit que 
celle variable devient infiniment grande ou infinie. 

Une fonction /(,r) de la variable x est dite continue pour 
les valeurs de x comprises entre les limites a et b, si pour 
chaque valeur de x comprise entre ces limites la valeur nu- 
mérique de la différence 

^f{a:)=f{x-\-h)-f{x) 

décroît indéfiniment avec li, c'est-à-dire devient infiniment 
petite en même temps que h. 

Lagrangea nommé dérivée de la fonclion/(^), la limite vers 

laquelle converge le rapport -^ — - lorsque h tend vers zéro; 

(*) CeUe Note a pour objet de nompléter en divers points fondamentaux l'ou- 
vrage lie Lacroix, et de substituer des méthodes rigoureuses à quelques démons- 
trations de l'auteur qui nous ont paru insuflisantes. 

Lacroix, Cale, diff., II. lO 
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celle loculion a prévalu sur celle de coefficient différentiel, 
qui n'esl plus usilée aujourd'hui. D'après la définilion précé- 
dehle, si l'on désigne par/' (^) la dérivée de /(a;) ei que l'on 
pose 

la quanlilé e lendra vers zéro avec h, c'esl-à-dire sera infini- 
ment peiile en même temps que A; on a, on multipliant la for- 
mule précédente par h, 

\f{x)^-hf'{x)^hz. 

La dérivée f" {x) de f [x) est dite dérivée dû deuxième 
ordre de/(:r); pareillement la dérivée /'"(x) de/"(x) est la 
dérivée du troisième ordre de/(^), et ainsi de suite. 

2. Théorème. Si f(x) désigne une fonction continue pour 
les valeurs de x comprises entre deux limites a et b, et que la 
dérivée f (x) reste finie pour ces mêmes valeurs; si en outre 
Xo et X sont deux valeurs de x comprises entre a et b, et que 
l'on fasse X — Xo = mh, on aura 

f{X)-f{Xo) 

=-- (X xA Viw /' ( ^0 ) -^.f ( ^° + ^0+ - • • +.f i^o + 'n-ih) ^ 

m 

pour m = co , c'est-à-dire 

/(X)-/{^„) = (X-^o)M, 

M étant la limite vers laquelle tend la moyetuie arithmétique 

des quantités f ( Xo ), f ( x» -!- h ), . . . , f ( x» -f- m — i h), lorsque h 
tend vers zéro. 
On a, en effet, 

/(x„+ /i)—f{xo)= hf'{xo) ^hst, 
/(^oH-2A) — f{xa-\- h) = hf'{xa-^h) -h fie,. 



f{x^-\-mh)—f[xo-r-m — i h) = hf [xo-\- m— i/i)-]-/it„, 

-, tm étant des quantités qui s'annulent avec h. Nous 
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désignerons par s la moyenne arithmétique de ces quantités, 
et par 0\1 la moyenne arithmétique des quantités f [x,), 
f [xo -h fi), . . . ,f' {xo~{- m— i h); on aura alors, en ajoutant 
les équations précédentes, 



/( X ) — /( ^0 ) = mh Oli -f- m h , 



ou 



Si Ton fait tendre h vers zéro, s s'évanouit et DÏL se réduit à sa 
liniite M ; on a donc 

ce qu'il fallait démontrer. 

3. Corollaire I. La fonction f(x) est constante entre les 
limites a et b, si sa dérivée est constamment nulle entre les 
mêmes limites. Dans le cas contraire, la fonction f(x) est 
constamment croissante si sa dérivée n'est jamais négative 
entre les limites a et b, tandis qu'elle est constamment dé- 
croissante si sa dérivée n'est jamais positive entre les mêmes 
limites. 

En effet, si f [oc) est constamment nulle entre les limites 
«et b, OÏL et M sont nulles; on a donc F (X) =f{xo). Ensuite, 
si la dérivée /' (^) n'est jamais négative sans être constam- 
ment nulle, OÏL et ]M sont positives, et par suite /(X) — fi^o) 
est de même signe que X — Xq. Au contraire, ces deux diffé- 
rences sont de signes contraires, si la dérivée /'(a:) n'est ja- 
mais positive, car alors OÏL est négative, et il en est de même 
de M. 

Corollaire II. La quantité M est comprise entre la plus grande 
et la plus petite des valeurs que prend f {x) quand x varie 
de ^0 à X; par conséquent, si cette fonction est continue entre 
ces limites, elle passera par la valeur M pour une valeur de x au 
moins ; cette valeur, comprise entre x^ et X, peut être repré- 
sentée par ^0 -f- (X — Xo), en désignant par 9 une quantité 
comprise entre o et i. Dans celle hypothèse, on a donc 

/(X)-/(^„) = {X-^„)/'[^o + e(X-xO]. 

lO. 
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Formules de Taylor et de Maclaunn 

k. Lemme. Soit f(x) une fonction qui reste finie et conti- 
nue, ainsi que ses n — i premières dérivées f (x), f" (x ), . . - , 
f"~' ( X ), pour toutes les valeurs de x comprises entre deux 
limites a ef a -f- h ; si l'on a 

f{a) = o, f'{a)=--o, f"{a) = o,..., /-'(«)=.o, 

et que la n'^"'" dérivée f" (x) reste finie et ne change pas 
de signe quand x varie ^/e a à a -h h, la fonction f (x ) sera de 
même signe que h"f''(x) pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre les mêmes limites a et a-\- h. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que l'on ail 

A''/"(x)> ou = o, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a ei a -\- h; la 
fonction A"/"-' {x) sera croissante ( n° 2); et, comme elle s'an- 
nule pour ^ = a, elle aura le signe de h pour les valeurs 
de X comprises entre a ei a-+-h; en conséquence le quotient 
de sa division par h sera positif, et l'on aura 

A''-'/«-'(^)>o, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a eta-r-h. En 
raisonnant sur cette inégalité comme on l'a fait sur la précé- 
dente, on trouvera 

/i''-=/''-(^)>o, 

et en poursuivant de la même manière, on aura successive- 
ment 

A"-/'-(x)>o,..., hf'[x)>o, f{x)>o, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a et a -r h. 

Il est clair que le même raisonnement prouve que si l'on 
avait h"f"{x)<:C.ou = o, on arriverait à /(.rX^o ; ce casse 
ramène au précédent en remplaçant/(^)par — /(or). 

5. Corollaire. Soit F (x) une fonction qui reste f nie et con- 
tinue, ainsi que ses n — i premières dérivées pour toutes les 
valeurs de x comprises entre a e/ a + h; si l'on détermine deux 
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fonctions »(x) et -i^lx) ayant cette même propriété, telles en 
outre que l'on ait 

^'{a) = ^'{a) = Y'{a), 



,p«-(«) = ^''-(«) = F"-'(«), 
et 

A" (p" (^)< /«" F" (x)< A» ■^" (x), 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a ef a + h, on 
aura aussi pour les mêmes valeurs de x, 

?{-îi-')<F(-^)<^(-^). 
et, par conséquent, 

(i) F(^) = ç(^) + p[^(^)-<p(^)], 

p désignant une certaine quantité comprise entre o et i. 

La démonstration de ce corollaire est contenue dans l'énoncé 
même du lemme précédent, où il suffit de faire successive- 
ment/(:r) i=F {x) — cp {x) et f{x) = ^ (x) — F {x). 

6. Formules de Taylor et de Maclaurin. Ces formules ont 
pour objet d'approcher de la valeur d'une fonction quelconque 
par le moyen d'une fonction entière ou d'un polynôme. La 
solution de ce problème est donnée de la manière la plus 
simple par l'équation 

(2) F [a + h) ~^[a + h)-^\>. [h [a + A) — cp [a -\- A)], 

qu'on obtient en faisant x = a-^ h dans l'équation ( i), et dans 
laquelle les fonctions « [x] et ^ [x) sont assujetties aux condi- 
tions imposées par l'énoncé du corollaire précédent. 

11 ne faut pas oublier que notre formule suppose que la fonc- 
tion F {x) reste finie et continue, ainsi que ses n — i premières 
dérivées pour les valeurs de x comprises entre a et a-\-h, 
et en outre que la /i''""* dérivée reste finie pour ces mêmes 
valeurs. 

Cela posé, nous prendrons pou.r <^{x) et pour •>]> {x) deux poly- 
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nomes en x du degré n, et alors on aura, comme on le dé 
montre en algèbre et comme il est d'ailleurs facile de s'en 
assurer, 

, , , , X — « , , , {x — a )" , , 

o[x)=o{a)-^—^>J{a)-\-.. + 77^777^ f(«). 

^ {x) = -h [a) -V ^^=^' f («) H- . . . ^ "^ ~ ""' ^" ^^"(a)- 
' *^' I r^' \ .1. . n ' 

Mais on doit avoir 

^'(a) = -V(«)=:.F'(a), 



cp— («) = >-(«).= F— («), 
et en outre 

h" o" (x) < A''F''(x) < /i"-i" (x), 

pour les valeurs de x comprises entre « et a + /?. Comme ff [x) 
et i!>"(x) se réduisent ici à f[a) et ^{'"(a), notre dernière condi- 
tion sera satisfaite si l'on prend f{a) = M, et i]/"(a)= "M,, en 
désignant par A" M, et A" M, la plus petite et la plus grande des 
valeurs que prend A" F" {x) quand x varie de a à a -j- A. D'après 
cela, si l'on donne à x la valeur a h- li, on aura 

cp(a-f-/0 = F(a)^^F'(a)4-...H ^^ .F«-(a)+ — ^M., 

I \.i...\n — i) i.2...n 

,;.(a4-/j)=F(a)H--F'(«)-h...H ^^I^ ^,F«-'(a)H ^M,. 

I I.2...(/l — l) I.2...« 

En portant ces valeurs dans la formule (2) et posant 

M = txM3H-(i —p.) M,, 



il viendra 



(3) 



F(aH-/i)=F(a)+-F'(a)-h — F"(a)-i- .. 
1 1.2 

F«-'(a)^ ^^ M; 



V I 2. . . ( n — I 

l'une des quantités M, , M2 désigne la valeur maxima de F"(.r} 
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quand x varie de a à a-\-h, Tautre est la valeur minima; 
d'ailleurs p est compris entre o et i, donc M désigne une quan- 
tité comprise entre M, et Mj. Il résulte de là que si la fonction 
F"(x) est continue pour les valeurs de x comprises entre a et 
a -\- h, elle passera au moins une fois par la valeur M; la valeur 
correspondante de x pourra être représentée par a-^Bh 
étant une quantité comprise entre o et i, et l'on aura 

Mr3F«(«-f-ô/0, 
par conséquent 

F(«-f-/0-F(«) + ^F(«)-f -^F"(«)H-... 

H ^V "n F"~'(«)+ • — - — F"{« + S/')- 



Si l'on remplace d'aboid « par^, puis «par zéro et h par ^, 
on obtient les deux formules 

[ F(^-i-/0 = F(^)+ ^F'(^)H-~F"(^)-^-... 
^"^^1 A"- ' A" 

I .2. . . (/i — l) I .2. . . « 

|F(^) = F(o)+^F'(o)+-^F"(o)-f- .. 

(5) ; 

F"-'(o)-^ F"(9x). 



1 .2. . . (/^ — I ) 1 .1. . . Il 

Si toutes les dérivées de F(x) satisfont aux conditions rela- 
tives à la continuité, dont nous avons parlé, et si de plus la 
quantité 

R„=- F" (x -F 9/0 

I . 2 . . . /i 

tend vers zéro quand ?i augmente indéfiniment, la formule (4) 
donnera la série de Taylor, savoir 

(6 ) F (X + //) = F (x) ^ ^ F' (x) -+- ;^ F" (x) -i- . . . ; 
la quantité R„ est dite le reste de la série. 



l44 NOTE SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL 

Pareillement, la formule (5) donnera la formule de Maclau- 
rin, savoir ' 

(7) F(^) = F(o)4-^F(o)-i-^F"(o)-t-..., 

si la fonction F {x) et ses dérivées satisfont à la condition de 
continuité, et si en outre le reste de la série, savoir 



R„=— ^ ¥"{0x). 



tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. 

7. Jutre forme du reste de la série de Taylor. Remplaçons 
h par z — X dans la formule (4), et désignons le reste par f{x) , 
on aura 

(8) F(z)^F(^)-^F(^) + ...-f- iiZ_^^F''-' [X) +/(x), 

et, en prenant les dérivées de chaque membre par rapport à x, 
il vient, toutes réductions faites, 

(9) f'{x) = (g-^)'- p.(^) 

^' J "• ' i .1. . .{n — i) 

mais, en appliquant la formule (4) à la fonction/, dans le cas 
de 7i = I , on a 

f{x + h)-f{x)=hf'{x-r^h) 

ou 

f{z)-f{x) = {z-x)f'[x+Hz-x)]; 

d'ailleurs l'équation (8) montre que /(:r) s'annule pour x = z, 
on a donc 

f[x) = -{z-x)f'[x-^Hz-x)\; 

d'ailleurs, en remplaçant x par x-\-^{z — x) dans la formule (9), 
on a 

f'[o,^^z-x)\ = - ^' '> 7 ■^- F" [x+0{z- X)] , 

i .1. . . (fi — I ) '- -' 
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donc 

'' ^ ' I .2. . . (/i — l) '- ^ '-'' 

remettant ensuite x->rh au lieu de z, on a l'expression sui- 
vante du reste que nous avons désigné par K„ au numén 
précédent, 

\ .1. . .{n — i) 

Celte nouvelle expression a été donnée par Cauchy; 9 y désigne, 
comme dans la première, une quantité comprise entre o et i. 
En faisant ^ = o et écrivant ensuite x au lieu de h, on a l'ex- 
pression suivante du reste de la série de Maclaurin 

I .2. . . (/l — l) 

Sur la différentiation des fonctions transcendantes. 

8. Lacroix fait usage des séries pour la recherche des diffé- 
rentielles des fonctions exponentielle et logarithmique; on 
peut arriver aux mêmes résultats par une méthode plus simple 
et plus rigoureuse que nous allons indiquer. 

Lemme. Si l'on désigne par e la limite de la série conver- 
gente 

I I I 

H \ i 5 H 9 

I 1.2 I . 2 .O 

l'expression ( iH | a pour limite le nombre e, lo-rsque la 

quantité m tend vers l'injini. 

Pour démontrer celte proposition, nous supposerons d'abord 
que le nombre m tend vers l'infini en ne prenant que des va- 
leurs entières et positives. On a alors, par la formule du 
binôme relative à l'exposant entier et positif, 

I N"' , mi m{m—i) I /n... (m— n+i ) i 

ml i m 1.2 m- i .2. , ./i m" 
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OU 

' f ' 
l I 

H =IH \ h...-!-^ ■ -r-l5,„ 

m j I 1.2 I . 2 ... « 

({„ désigne la somme des termes du développement qui sui- 
vent le (aï + i)''^"'*, et l'on a 






m \ m I \ ml I 

h ^- — ^ +••• h 

n-\-\ ( /i 4- I ) { 71 -h 2 ) J 



la somme contenue entre crochets est composée d'un nombre 
limité delermes, etceux-ci sont évidemment moindres que les 
termes qui occupent le même rang dans la progression géomé- 
trique illimitée 



w -h I ' ( /t -f- 1 )' [n-^iy 



qui a pour somme - ; la somme entre crochets qui forme le 

dernier facteur de R„, peut donc se représenter par -•> étant 
une quantité comprise entre o et i ; on aura d'après cela 

,_1 (..- !)(,_£) 

I m \ ni \ ml 



m r 1.2 1.2.3 



\ m I 



I \ / n — I \ / I \ ; n— ^ 



m} \ m j e \ ni / \ m 

l .2. . .71 n 1.2...// 

Supposons maintenant que, n restant constant, on fasse croître 
indéfiniment l'entier m, on aura, à la limite, 



lim iH =^ I H i 



m/ I 1.2 1 . 2 . . . /i /^ 1 . 2 . . . /i 

9 désignant comme une quantité comprise entre o et i. Cela 
posé, si l'on fait croître indéfiniment le nombre n, la quan- 
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tue ~ tendra vers zéro, et 1 on aura 

« 1 . 2 ... /i 



lim n = i -\ 1 1 

\ m J I 1.2 1.2 



2.3 



e. 



La proposition qui vient d'être' établie a lieu encore si m 
tend vers l'infini en prenant des valeurs positives quelconques. 
En effet, désignons par p et /x + 1 les deux entiers entre les- 
quels m est compris, p sera une variable qui tendra vers l'in- 
fini en même temps que m. Or on a 



ou 



<i-^.)"'<(-^?y'(-''^ 



p+i 



les quantités 1 i -f | et I n — 1 ont e pour limite ; 

i -\ et I H — tendent vers l'unité; donc l'expression 

p -h I u 

/ I \"' . ^ . , . 

I I -I — 1 est comprise entre deux quantités qui ont e pour 

limite, et l'on a, en conséquence, 

,. / I \'" 
lim iH =e. 

Enfin la même chose a lieu si m tend vers l'infini négatif; en 
effet, si l'on pose ?7i = — jx, f* tendra vers H- x ; or on a 



i'-i^)' 






p. — I / \ p — ) 






/ I \y-» I 

et puisque les facteurs i -\ et i H tendent 

\ p-i / f* — I 
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respectivement vers les limites e et i, on aura encore 



lim I I -^ = 



9. Supposons maintenant qu'on demande la dérivée de hi 
fonction a'; en donnant à œ l'accroissement //, on a 



A fl' = «'+''• — a' = a* ( «^ — I ), 



d'où 



Posons 



A «' n'' 



h ~ • Il 



i''—iz=—, d'oià h 



^'^{'-^}^ 



log« 



la quantité m tendra vers l'infini, quand h tendra vers zéro, cl 
l'on aura 

à a" log« iocra 

mlog(i-f- — ) log ( 1+ — 

\ nij \ m 

faisant tendre h vers zéro et remplaçant ( i H 1 par sa li- 
mite e, on a 

,. A «' da' loe a 

lim -j- = -j— = a" -^— ; 
Il dx log e 

les logarithmes sont ici pris dans un système quelconque. Si 
l'on adopte pour ce système celui dans lequel la base est e et 
que l'on nomme système de Neper, on aura log e = i, et par 
suite 

-— - = fl'log«, ou da^=^ a^\o^ adx. 



Si rt = e, on a 



de* , , 

— =— := e*. ou de^ = e'dx. 
dx 
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10. Supposons en second lieu qu'on demande la dé/ivée de 
la fonction log x, le logarithme étant pris dans un système 
quelconque. On a 



A log .r ^= log(x-f- /i) — log ^ = log (i-h 



Posons 



on aura 



A log^ 



/' I ,, , , oc 

-:=:—, d ou /i^=; — . 

a: m m 



== — log iH = 



h X '"^ \^' ' m 

passant aux limites, il viendra 

,. Alog^ Jlog^ loge ,, loge , 

lim — Y~ — — 7^ — =~^' ou d\Ç)^,x= —^^—dx-, 

si les logarithmes sont pris dans le système de Neper, on 

aura log e= i, et par suite 

» 
, , dx 
« log:r = 

X 

Nous avons cherché directement les différentielles des deux 
fonctions a* et log Jt-, mais on sait que l'une quelconque de ces 
deux questions peut se ramener immédiatement à l'autre. 

Applications de la formule de Maclaurin. 
11. La formule de Maclaurin peut s'écrire 

F (:r ) = F (o) + - F' (o) + — F'' (o) + . . . 

I 1.2 

X' 



r(^r:r7)F"-W + «" 
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en posant 

I . 2 . . . /t 
OU 

I . 2 . . . ( /i — I ) 

et en désignant par ô dans l'une ou l'autre de ces expressions 
une quantité comprise entre o et i. 
Posons d'abord 

F(^) — e*, 

on aura, quel que soit jx, F'^(^)=:e', et par conséquent 

F(o) = i, F^'(o) = i; donc 






.Or 



I 1.2 l .2. . .[n — Il I . 2 ... « 



le reste R„ tend vers zéro, quel que soil^; en effet, le facteur e^"^ 
reste fini quand n augmente indéfiniment, et la quantité 

/ytfl /v* Art jy% 

=-.-■>.- tend évidemment vers zéro, car elle est 

1 . 2 ... « 1 2 n 

un produit dans lequel les facteurs supérieurs à i en valeur 

absolue soni^n nombre limité, tandis que le nombre de ceux 

qui sont inférieurs à i et même à une quantité quelconque 

donnée, peut devenir plus grand que tout nombre donné. On 

aura donc, pour toutes les valeurs de x. 



(i) e^=i -h? H- "^ 



1 1.2' 1.2.3 

Posons en second lieu 

F (x) = cos X -i->sin.r, 
>. étant une constante; on aura 

'F'"-(x)=^ cos ( ^ -;- y. - I 4- > I 
\ 2; 



sin X -\- '}. - 1 
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et, pour X -—o, 

F (x) = I , F' {x) = - 1, F" {x)=--t, ¥'" {x)=:^ + l,F-^{x)=:ï,... 
Le reste R„ est ici 

— cos ( 0^ + — I -f- X sin (qx ->,- — ] ) 

el il tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, pour la 
même raison que dans le cas précédent; on aura donc 



cos X + A sin ^ — I n- > \ 



I 1.2 1.2.3 ' 1.2.3.4 

d'où l'on tire 

X' X* 



cos.r := I — 



1.2 1.2.3.4 

(2) 

sin X =^ H- 



1 1.2.3 1.2.3.4-5 
formules qui subsistent pour toutes les valeurs de x. 

12. Soit maintenant F (^) = log ( i +.37) , la caractéris- 
tique iog désignant un logarithme népérien. On a 

F'(:r)--r— ^, ¥"{x)= ^ ~\,, , r"{x)=-- '^''"^ 



Yi'{x) = 



(-tr-'...2... (p.-i) 



et, pour x=^o, 

F(.r)^o, F'(.r) = i, r'{x) = ~i, F"'(^) = +i.2,..., 
Yy-{x)=.{-ir-' ..2...(fx-i). 
On aura donc 

_ , . t-V iX/ lAy . . tA/ 

log(, + ^) = -._„-H-^-...+(-,).--_ + B.; 
voyons ce que devient R„ quand n tend vers l'infini. 



l52 NOTE SUR LE CALCUL DIFFEKEXTIEL 

Supposons d'abord x>>o, la première expression du reste 
donne 



«■ = <-"""' ,7 (t^)' 



si X est inférieur à i ou égal à i, la fraction ne pourra 

surpasser l'unité et par conséquent R„ s'annulera pour n=^zo ; 
on aura, en conséquence, 

A-» 'Y''^ /v'O ^4 

cX^ lA^ •^ *^ 

(3) log{i -'r:r)=: - — — — ^ -h 



I 



4 



Si l'on a ^ I> 1, la série qui forme le second membre de cette 
formule n'est pas convergente, et il est évident par cela même 
que la limite de R„ ne peut être zéro. 

Supposons maintenant ^•<o et faisons a: =^ — 2, on aura, 
en employant la seconde expression du reste, 

z — 62 
on voit que si 2 est <] 1, la fraction r— sera elle-même in- 

I — 9 z 

férieureà z, et R„ s'annulera pour n=:a) ; la formule (3) sub- 
sistera donc pour les valeurs de x comprises entre o et — i; 
cette formule n'est pas en défaut pour x= — i, puisqu'alors 
les deux membres deviennent infinis. Quant aux valeurs né- 
gatives de X au-dessous de — i, il n'y a pas lieu de s'en 
occuper ici. 

On peul donner une forme très-simple à l'expression du reste 
de la série (3); effectivement, x était compris entre o et i, les 
termes de la série (3) sont alternativement positifs et négatifs; 
en conséquencel'erreur commise, en s'arrètantàunterme quel- 
conque, est moindre en valeur absolue que le premier des ter- 
mes négligés et elle a le signe de ce terme. On peut donc écrire 

(4) iog(i +^) =--- + ... + (-1)"-' H(-i)"ô-, 

S désignant une quantité comprise entre o et i ; cette expression 
du reste se déduit facilement de celle donnée plus haut. 
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Supposons en second lieu que a: soit négalif, ou plu- 
tôt changeons a; en — x dans la formule (3) qui devient 

— log (1—^)1= —H h...; la somme des termes qui suivent 

le ( « — I )'^"'* , savoir 1- ~ -1- . . . , est positive et inférieure 

n n -i- t 

. x" , x" 

a — (i+x+a:' + .,.), c'est-à-dire inférieure à —, /, on 

w ' n{i — x) 

peut donc écrire 

(ty* /y" 2 yy>fl — I rt /y^H 

5) — Iog(l -^-j =:r -H h- . . • -+- 



2 /i — I ' /i ( 1 — x) 

6 désignant encore une quantité comprise entre o et 

Fonnide du binôme. 

13. L'expression (i -f-^)"" est susceptible de plusieurs va- 
leurs, sauf le cas où m se réduit à un entier positif ou négatif; 
mais si x est compris entre — i et -j- co , l'une de ces valeurs 
est réelle et positive, et c'est la seule que nous considérons. 

Soit 

Y{x)=.{i-\-x)"', 
d'où 

^i^{x)=^ m [m — i). . .{m — f/. -t- i)( i -f- jc)'*, 
on aura, pour x =^0, 

F(x) =: I , F-^fx) — m [m — i )...(/» — ^ -i- i), 
et, par suite, 

m m[m — i]...{m — «+2) ^ 

h-\-xY=i-\ X -\- • • • H ^^ ■- / , 'jf"-'-i-R„. 

I 1 . 2 . . . ( ;i — I j 

Quand m est un entier positif, le reste R„ se réduit rigoureu- 
sement à zéro, si l'on y fait 11^=^ m -{-i. Faisons abstraction de 
ce cas et supposons d'abord ^^o; on a, en employant la pre 
mière forme du reste, 

„ __ r mx {m — I ) ^ {m — 2 ) r [m — n~\-i)x~\ i 

" "" L ï 2 3 ■ ■ ■ nT J {i-i-Ox )"-'"' 

Laci;oi\, Caic. dijj'., II. I i 
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Si X esl-< r , la quanlilé entre crochets tend vers zéro quand n 

tend vers l'infini ; en effet, si l'on remplace n par n-\- i, celte 

, „ (/» — n)x l m-^-iX 
quantité acquiertlelacteur ^ — ou — x\ i — qui 

^ /i H- • V « -M / 

tend vers la limite — x quand n tend vers l'infini. 11 s'en- 
suit que la quantité que nous considérons est un produit dans 
lequel les facteurs plus grands que i en valeur absolue sont 
on nombre limité, tandis que le nombre de ceux dont la valeur 
absolue est inférieure à i et même à une quantité quelconque 
comprise entre x çx i, peut devenir plus grand que tout 

nombre donné. Quant au facteur;^ ^ — •> il peut se ré- 

duire à i si 6 tend vers la limite zéro, mais en aucun cas il ne 
surpassera l'unité. Il résulte de là que R„ tend vers zéro quand 
// tend vers l'infini, si x est compris entre o et i ; on aura donc, 
dans cette hypothèse, 

, , , , m m[m — i) , niim — i)(m— 2) , 

I 1.2 1 . 2 , i 

Si ^ est ^ I, la série contenue dans le second membre de la 
formule ( i ) est évidemment divergente et il s'ensuit que R„ ne 
peut tendre vers zéro quand n tend vers l'infini. 

Supposons maintenant x<Co et posons a; = — z', en em- 
ployant ici la seconde forme du reste, on a 

Quand n tend vers l'infini, le facteur entre crochets tend vers 

zéro, si -z est <[ I, comme on l'a vu dans le premier cas; quant 

mz / I — 9 \"-' ., , . 

au facteur — ; — ,— ? il tendra aussi vers zéro, 

à moins quQ 6 ne tende vers la limite zéro, mais alors sa va- 
leur sera finie et au plus égale à mz. 11 résulte de là que R» 
tend encore vers zéro, et en conséquence, la formule ( i ) 
s'applique aux valeurs de x comprises entre o et — i ; dans le 
cas de :r <; — i, la série ( i ) est évidemment divergente. 
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14. L'analyse précédente montre que la formule (i) subsiste 
pouriouleslesvaleursdearcomprises entre — lel + i; mais elle 
n'apprend rien à l'égard des valeurs limites — i et H- i. Je dis 
que si la série ( i ) reste convergente pour x = ±^, la somme 
de cette série sera nécessairement égale à (i ih i)'"; en effet, 
les deux membres de la formule ( i ) étant égaux pour toutes 
les valeurs de x comprises entre — i et 4- i, et chacun de ces 
membres tendant vers une limite déterminée, quand x' tend 
vers lai imite d: I, ces limites sont nécsssairement égales entre 
elles. La fornmle (i) subsiste donc pour les valeurs limites 
— I et H-i, pourvu que la série du second membre reste con- 
vergente; nous allons étudier ici cette série en elle-même, et 
rechercher les cas dans lesquels la convergence persiste pour 

En désignant par u„ le terme général de la série ( i ), on a 

m (m — 1 ) . . .{fv — w H- 3. ) 

1 .2. . .(n — i) 
d'où 

, . f/„ 4- I /" — /i -!- I / 171 ■+- 1 \ 

Un n V 'i y 

on voit que, dans le cas de ^ = di i , les termes de la série ( i ) 
croîtront indéfiniment en valeur absolue, à partir d'un cer- 
tain rang, si m-hi est négatif, et ces mêmes termes seront 
égaux entre eux si m ■+- i est nul ; il est donc nécessaire pour 
la convergence de la série que m -f- i soit positif. 

Cela posé, quelques-uns des facteurs du numérateur de w„ 
peuvent être positifs; désignons par 77i — p le premier de ceux 
qui sont négatifs, on pourra écrire 

«„=[(-,)""' '"'-;'-^-'"'-''+''] 

4(-7T/)('-â)-(-'^)]'-^''-'' 

en prenant 7i supérieur à (x, et en observant que, si tii est né- 
gatif, il faut faire p'=o, puis remplacer par l'unité le premier 
facteur entre crochets. 

Mais, d'après les formules (5) et (4), du n° 12, on a, pour 

n. 
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loule valeur de z comprise enirc o et i 

-!og{i-.)=.-.-^-^, los(i-.) = .-^, 

et 6' désignant des quantités comprises entre o et i, et a 
caractéristique log exprimant des logarithmes népériens. Si 
l'on représente parp l'un des nombres f/ ^- i, p-}-2, . . . , on 
aura, par les formules précédentes, en se rappelant que nous 
supposons wi-f-i positif, 

, / m-\- \\ m-^ i \ p I 
— log I = i 



/ /?i + I \ 

*, p 



I' .(.-'-^ 



\ p) p 2 

cl si l'on retranche ces équations l'une de l'autre, après avoir 
multiplié la seconde par m -}- i, on aura 

— log I W- m + i log-^— = -\ hO' 



[^ 



dans cette formule, le dernier facteur du second membre 

est positif et il est inférieur à 1- i ; à plus forte 

^ m -4- I ' 

I 

P 
. n- ■ ■ m -^ \ , , ,. , 

raison ce facteur est mierieur a _ i-i,c est-a-direa 



y. -+■ I 

-t- T, puisque p est au moms égal a p + i. Si 

u — /n 

donc on désigne par e^ une certaine quantité positive et 
inférieure a — -h i h on pourra ecriie 



log ( I I = (m + i) log -i- 



P J -p-i-i p- 

Si l'on donne à p les valeurs ^l -\-i, u. — i. . . . [n — i), et que 
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l'on ajoute les équations résultantes, on aura 



iSy 



log I 



m 



= {m-\-\) log 

/i 



la somme 



h I / \ 1^ + 2/ V n — ij 



f^+l)' 



.P 



^2 



«r 



se réduit à une série convergente quand n devient infini, car 



la série 



4- 



est, comme on le sait, con- 



(p + ,)2 (p-^2)= 

vergente, et les quantités s, qui sont toutes positives, ne peu- 
vent dépasser une limite que nous avons assignée. Désignant 
donc par log S la limite de la série dont nous parlons, et par Ç„ 
une quantité qui décroît quand «augmente, et quis'annulepour 
n = co , l'équation précédente pourra s'écrire comme il suit 

. ^ / m -f- l\ / 77? -4- l\ / 777 -f- i\ 



= (/7H-i)log 



logS-i-log{n-(:„), 



ou, en revenant des logarithmes aux nombres, 

/ /?? + t\ / m-\-\ \ / /n + i\ _(f/.+ iy"+i (i + rj 

\ f^-^-i / \ \»- -\- i) ' " \~ n — 1)~ S 7i"'+' 

La valeur de Un sera donc 

w«= (— I 
c'est-à-dire 

(3) 



u, m{m — \)...{m — fz-j-Q f^ + Q^+nf — x)"-' 

1.2. ..p S J 71'"-'-' (' + --«)' 



^^, = C 



(-^)"- 



(n-?«), 



c désignant une constante indépendante de n, et ç„ étant, 
comme nous l'avons déjà dit, une quantité qui décroît quand n 
augmente, et qui s'annule pour n=:QC . 
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Supposons maintenanl que l'on ail a: = + i ; les termes de la 
formule du binôme sont, dans celte hypothèse, allernative- 
nicnl positifs et négatifs à partir d'un certain rang, et l'on 
voit, par la formule (3), que ces termes décroissent indéfini- 
ment si m + i est positif ; donc dans ce cas la formule (i) 
reste convergente. 

Supposons, en second lieu, ^ :::= — i , la formule ( 3 ) montre 
ijue les termes de la formule du binôme décroissent comme 

ceux de la série 7 : or, pour que cette dernière série soit 

convergente, il faut el il suffit que m soit positif; telle est 
donc aussi la condition de convergence de la série ( i ). 

On voit, en résumé, que la formule du binôme subsiste : 
i" pour x = i, dans le cas seulement où m est compris entre 
— I et H- 00 ; 0° pour .r ^= — i, dans le cas seulement où m est 
compris entre o et co . Ainsi l'on aura 

m mim — i) mi m — i)(w — 2) 

I 1.2 1.2.3 

si — I <^ wi <^ -h îc , 

_ m m [m — i ) m [m — ^) [m — 2 "•< 
I 1.2 1.2.3 

si o <^ /« <^ -f- co . 

Des fonctions expo7ientielle et logarithmique, dans le cas où 
la variable est imaginaire. 

lo. Si les deux séries 

^/u 4- "f + i/j H- . . . -r «„ H- . . . , t'o T- <■'. -r- Cj H- . . . H- ('„ H- - . . 

sont convergentes et que leurs sommes soient respectivement 
n et V, on dit que la série 

("o4- t'o si — i) + [u, -\- f, y/' — 0+- • • + ("« H- v„\j — i)-r . . . 

est convergente et a pour somme m+ v\J — i. 

Cela posé, soit z une variable réelle ou imaginaire, dont 
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nous désignerons le module par p et rargumenl par w, en 
sorte que l'on aura 

z = cos w + V" ' sin 0) ; 
la série i + - H — ■ h • • • convergeant vers la limite eP, il est 

I I .2 

évident que les deux séries 

p cos w p' cos 2 w û' COS 3 (,> 

I _l 1 . _j 1-..., 

I 1.2 I . i . i 

psinw p^sinaw p'sinSw 



1.2.3 



seront aussi convergentes; donc il en sera de même, d'après 
notre définition, de la série imaginaire 

p'' cos w -h V— I sino)^ ^ p^'' C0S2W+ y/ — isinsw) 



c'est-à-dire de la série 



I 1.2 ' 1.2.3 

Quand z se réduit à une quantité réelle, la somme de cette 
série est e% et il est naturel d'étendre la même notation 
au cas où la variable est imaginaire; ainsi la fonction e* sera 
définie par l'équation 

z 2' -' 

(i) e'=H \ h 



I 1.2 1.2.3 

Les considérations précédentes s'appliquent sans modification 
aux deux séries 

5' z* z z^ z* 

et 



1.2 1.2.3.4 * l 1.2.3 ' I...5 

qui restent convergentes, quelle que soit la valeur imagi- 
naire allribuée à z; ces séries ayant pour sommes cos^etsin z 
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respeclivement, quand z est réelle, elles nous serviront à dé- 
finir ces fonctions dans le cas où 2 est imaginaire; on aura 
donc encore, par définition, 

{2) COS Zr=\ 



,2.3.4 



[3) sin 2 =: - — 



I I.?. .3 1.2.3.4-5 

Si l'on change dans l'équation (1)2 d'abord en z\ — i, puis en 
— 2\/ — I, on aura 

j_ 1.2 1.2.3.4 J L' i-î>-3 J 
e--'~= \ 1 — ^—-A. ~-- ...1- v^^f- ^+...1» 

L 1.2 1.2.3.4 j ^ Ll 1.2.3 J 

ou, à cause des équations ( 2 ) et ( 3 ), 

( e-^-' = cos 2-1- V''— I sin 2, 

(4) ,- — . 

\ e~*^-' = cos 2 — y/ — I sin 2, 

formules où 2 désigne toujours une quantité réelle ou imagi- 
naire quelconque; on en tire 

(5) cos 2 = , sin 2 



2 V — i 

Les fonctions tang z, colz, séc 2, coséc2sontdéfinies,quand 
z est imaginaire, par les équations 

//? \ ,„ , sin 2 C0S2 ,1.1 
(bj tang2 = — ^,cot2 = — — , sec 2— ■,cosec2 



cos 2 sin 2 cos 2 sin 2 

ce qui s'accorde, dans le cas où 2 est réelle, avec les résultats 
tirés de la trigonométrie. 

16. Quand 2 et 2, sont réelles, on a, comme on sait, 

e' X e*' — e'+='. 
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OU 

l z z" z' \ / z, z- z] 

\ 1 1.2 i.2.û /\ I I.2I.2.0 

= r. + 1^ + (£±M + (£±4i]: -K . .1 , 

L 1 1.2 1.1.6 \ 

et il est facile de s'assurer qu'effectivement, si l'on exécute les 
opérations indiquées dans les deux membres, les termes sem- 
blables seront identiquement égaux de part et d'autre. Or celte 
identité ne sera point altérée si z et 2, désignent des expressions 
imaginaires; par conséquent l'équation fondamentale 

(7) e=Xe'' = e'+=' 

aura lieu, quelles que soient z et z,; on aura donc aussi pour 
un produit de m facteurs 

e'- X e^' X . . • X e'"'-' = e'+--'+"-+-m-i^ 
et, si tous les facteurs sont égaux, on aura 

Si l'on change dans l'équation (7) z et -, ei\z\l—i ci 
z,\l — I, puis en — z \j — i et — r, s/— i, on aura, d'après les 
formules (4), 

cos(3 4-3,)4-v/^sin(.;4--,) = (cosz + v/~sinz)(cos2^ + v/— isin3,), 
cos(z + z,) — \/--^ si 11 (s +3,) = (coss — v/— I sine) (coss, — \/— isins,)- 

en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite 
l'une de l'autre, on obtient 

( cosf:; -h ^i) = cosz cos 2, — sin z smzx , 

81 \ 

( sin (:; -h ^i) = sin zcos^, + cos2sin2, ; 

ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de ;: et de^,, et 
il en est évidemment de même de toutes celles que l'on en 
déduit dans la trigonométrie, en se bornant à considérer les 
valeurs réelles des arguments. 

Pour donner une application de ce oui nrécède, cherchons 
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à meure les fonctions e', cos :;, sin z sous la forme a -\- h \i — i, 
flans le cas où l'on suppose z = x -f-j y/ — i, ^ et j'élanl des 
quantités réelles. 

Les équations (7) et (4) donnent d'abord 

(9) e^+r"^' = e'.eJ''-' = e^ (cos j4- v^^ sin y)\ 

les équations (8) et (5) donnent ensuite 



(,o 



cos(,^H-rV — '/ = cosx — V — I sin x, 

sin \x 4- rv — 1; = sm^-h v'— ' cosa:. 

2 2 

Si ^ =: o, on a 



(I') 



Enfin on a 



cos(jv-0 = — - 



sin i/V — I, — V — ' 



/ / — -, sin(^-!-rv' — ') 

tang(^+jV — ';-^ 7 , V 

cos^^x-f- jV — 

2sinf:r -\-y\l — i)cos(^ — rv^ — sin 2^-hsin (2/v'— J ' 

2 cos(.r +/v/— ijcos(x — jv — cos2x+cosf2jy/ — i] 

et à cause des formules (11) 

y — e'y — e-'-y 

sin 2 ^- -H y/ — I 

( • "^ ) tang (x -T- jv'— 1} = 



eV-\- e-v 

cos 2 a: H 



formule qui, pour x =^0, se réduit à 

(<3) tang(;>"V^) = J^|i^V-T- 

17. Nous nommons logarithme népérien d'une variable 
réelle ou imaginaire z, l'exposant de la puissance à laquelle il 
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faut élever e pour avoir :;. Posons 

z =p (cos w 4- V — I sin w) ou -=■ pe"*-'. 
Si :j a un logarithme népérien x -t- jv^— ij on aura 

e*+.^*^=:p(cos&i + s/ — I sinu), 
ou 

e' (cosj4- y/ — 1 sin j) = p (cosw + \'—i sin w), 

c'est-à-dire 

e' cosjy'r^ p cos w, e' sin^= p sin w. 

On tire de là e-'=r p», d'où e' = p, et par suite cos7==cosw, 
sin /=: sin w, d'où j=w -i- 2 Att, Jf désignant un nombre en- 
tier indéterminé, positif, nul ou négatif; d'après cela, on aura 
par notre définition 

log (p cos w H- V — ' P sin w) =: logp + (td H- 2 k7z)\/—i^ 

en sorte qu'une expression imaginaire a une infinité de lo- 
garithmes qui se déduisent tous de l'un d'eux par l'addition 
d'un multiple de la circonférence et de y/— i- 

L'argument w de la variable z peut toujours être pris entre 
— TT el-j-TT et la \a\euv principale de log 2 sera logp + wy — i. 

Développement de la fonction log ( 1 + z). eîi série ordonnée 
suivant les puissances de z, dans le cas oà le modale de 
cette variable est inférieur à i , 

18. Désignons par z une variable imaginaire de module p et 
dont l'argument w soit compris entre — tt et + -• Soient aussi 
rel-^\e module et l'argument de la fonction 1 + 3; on aura 

z -~ p cos w -T-\/ — I psin w, I + 5 =r rcos^ + \^ — i /'sin^J;, 

et, par conséquent, 

(i) /■ cos -j; ^=t 1 4- p cos w, /'sin-J/ = p sin M, 

d'où l'on tire 

psin w 



'2) ,.— y/, _|_2pcosw^-p^ tangi{/ = 



I + p cos w 
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OU 

i , , , . osino) 

La première des équations ( 2 ) ou { 3 ) détermine le module r, 
qui est positif; quanta l'angle -li, il n'est déterminé complète- 
ment ni parla deuxième équation (2), ni parles équations (i), 
qui font connaître son cosinus et son sinus. Mais, comme l'hy- 
pothèse p = o donne r = i , cos ^ = i, sin ^}< =^ o et que l'on sa- 
tisfait à ces dernières équations en prenant i)^ = o, nous achè- 
verons de définir l'angle -^ par la condition qu'il soit une fonc- 
tion continue de p, s'annulant pour p =; o. 

Si l'on différentie les équations (3) en regardant oj comme 
constante, il vient 



(4 



f/Iogr cos w 4-0 d-ii sin &j 



drj I H- 2 p cos w -f- 0- dp 1 H- 2 p cos &) + p 



■i ' 



d-h 
la deuxième de ces formules montre que la dérivée -,- coh- 

dp 

serve le signe de sinw, donc -h est une fonction de p qui est 
constamment croissante si w est compris entre o et tt, et con- 
stamment décroissante si &i est compris entre — tt et o. Or on 
a par les formules ( 1 ) et ( 2 ) 

/•=i, cosiî> =: I, sin •>!> — o, pourp=o, 

/•=z2COs|oi, cos-^ == cos|w, sin^î^ —sinyo), pourp = i, 
r=Qo, cosi{( -= cos w, sin 1}' ==sin w, pourp=co: 

d'ailleurs, la deuxième équation (i) montre que sin-i ne s'an- 
nule jamais, à moins que l'on n'ait sin w = o, cas dont il n'y a 
pasà s'occuper; donc, quand p croît de o à 20 , r^ croît ou décroît 
constamment de o à w, et l'on a -i^ jw pour = 1. On voit 
aussi, par la première équation (4), que si cos w est positif, 
/' croît de o à co quand p croît lui-même de o à co ; au con- 
traire, si cosw est négatif, r décroît de i à -h V'sin'w et croît 
ensuite de 4- v^siu^ w à -j- od • 
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19. Nous nous proposons ici de développer, par la formule 
de Maclaurin, les fonctions log r et -^ en séries ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de p. Pour cela, il nous faut 
obtenir les dérivées des divers ordres de nos deux fonctions; 
on y parvient très-aisément en procédant comme il suit. 

Si l'on ajoute les équations (4) a[)rès avoir multiplié la se- 
conde par \/- — I, il vient 

cl log r , d-i> p -f- ( cos w + v' — I si n 'ù\ 

~ hv 1 -T- = ' — 

dp dp p2 -i- 2 p cos w + 1 

Orledénominateur du second membre eslprécisémenile produit 
du numérateur par l'expression conjuguéep-i-(cosw — y/ — isinw), 
on aura donc 

dlosr I d-^ r 



*-h ' f/p p4-(cosw — v/— isinwj 

Si donc on différenlie [m — i)fois les deux membres par rap- 
port à p, on aura 

d"'\os,r I — à" -h 

— -/-m— -^V— i -1-7., 



rr{ — i)'"-' I .2. . .(/Ji— l) 



^p-i-COSw — V ' Sniwy'" 

on aura aussi, en changeant v' — i en — v — '? 

d"' log r I d'"-!^ 

dp'" ^ ' dp'" 

I 

' (p + coscu-h-y — isniw/' 



d'où 

d'" loiî r 



= { — 1 )'"-' 1 .0.. . .{m — i) 



X 



dp" 

(p-f-cos&j— v' — I sin w)-"'-T- fp-hcos&3 -f-v' — i sin&))" 



f^' < J...1 



d p " 
p + COS&J — v' — • sinto)"'" — (p-!-cos&)-4-v' — i sin w)- 



X 

2 V 1 



lG6 NOTE SUR LE CALCUL DIFFEIIEXTIEL 

enfin, si l'on fait p = o, les équations (3), (4), (5) donnent 
d\o3:r d"'\oar , , , 

l0g/'=O, 7-^^=C0Sw, j— 2_=( 1)-"-' 1.2. ..(m — l)COS/?îw, 

^ ' d(j d^'" ^ ' V / ' 

d-^ . d'"-ii , , , 

^ f/f, dp"' ^ ' ^ 

par conséquent, on aura par la formule de Maclaurin, 

(6)1 ' ^ ^ «-I 

,^ psina . r -'sin2(o _^ p-' sin (n— i) .. ^ ^^, 

Si jo est <[i, l'angle -l est compris entre o et -jw; je dis que 
dans ce cas les restes R„ et lV„ tendent vers zéro, quand n 
augmente indéfiniment. 

Désignons en effet par Oune quantité comprise entre o et i, 
et posons 

ôp -h cos w= ircosa, sin &j ^- t siua ; 

représentons aussi par R et ^ le reste R„ et la quantité cos «a, 
ou le reste R'„ et la quantité sinna, on aura ces deux ex- 
pressions de R : 

la valeur de c' est 

(7- = I H- 2 Op cos w -^ ô- p' ; 

et par conséquent si cos w est positif, on aura o-^i; dans ce 
cas, la première expression de R montre que R„ et R'„ ten- 
dent vers zéro quand ?i tend vers l'infini, pour toutes les va- 
leurs de p comprises entre o et i. Si cos w est négatif, la valeur 
précédente de a^ donne 

«7'> I -2 ôp + 6'p' >(i - 9pr>(p — ôp)'; 
donc la fraction ^^ *^ est inférieure à i, et l'on voit, par la 
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deuxième forme de K, que R„ et R,' tendent encore vers zéro 
quand n tend vers l'infini. 

On aura d'après cela, pour les valeurs de p comprises en- 
tre o et I , 

/ - p COS w c- COS 2 w 
l log /■ == ^- 



rj^ 


COS 3 M 


, f 


3 
sin 3 M 



I 2 

i , sm w p^ sm 2 w 

( ^ ^ I 2 

Ces formules (7) sont d'un usage très-fréquent dans les mathé- 
matiques appliquées et particulièrement en astronomie. Il faut 
observer que, pour le calcul, il faut multiplier le second mem- 
bre de la première par le module M des logarithmes vulgaires 
et diviser le second membre de la deuxième par sin i"; on a 
ainsi 



(8)^ 



, I ; — : ,,rpCOSw p'C0S2w p'COSSw "1 

IOgVH-2pCOSw-f-p' = M ^- ' f ' ... 1 

psinw r"psinw p'sin2w o^sinSw 1 

arclang— ^^ ^ ^- — - — '^—. — ^ -;- ' . ,, , ... h 

i-r-pcosw Lsin I sm 2" sm3" J 



en écrivant sin^", sin 3",. . . , au lieu de 2 sin \" , 3 sin i" ,. . . , 
ce qui est permis, tant (ju'on ne prend qu'un petit nombre de 
termes de la série. 

Si l'on ajoute les formules (7) après avoir multiplié la se- 
conde par v' — ï> il vient 

. , p(cosw+v/ — isinw) p°(cos2w-<- v/_r sin2&)) 

log r-i--^ \/— « ='^^ -^ '- i 

f ( COS 3 w 4- sj — I sin 3 w ) 



( r la somme logr-h-^ V^— i n'est autre chose que la valeur 
principale de l'expression log {1+2); on a d'ailleurs 
2" = p" ( cos n w -f- v^ — isinn&j); donc la formule précédente 
peut s'écrire 

z z" 3* 
(9) log(i-f-z) = ----i--^-.. 
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Cette formule (9), établie précédemment pour les valeurs dez 
comprises entre — i et -1- i, subsiste donc aussi, en réduisani 
log(n-z)àsa valeur principale, pour toutes les valeurs ima- 
ginaires de z dont le module est inférieur à i ; elle équivaut, 
comme on le voit, aux deux formules (7) qui ne renfer- 
ment que des quantités réelles. Il convient de remarquei 

que la deuxième équation (7) donne, en y faisant o» —dz- et 

psin w = Xf 

X x^ x^ 
\ 10) arc tang :r= +-^— ..., 

formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — i et -i-i, et (jui suppose le premier membre compris 

entre — -7 et h- -7- 
• 4 

Sur l'expression de la différentielle d'un arc de courbe plane 
ou à double courbure. 

20. Le périmètre P du polygone, inscrit dans un arc de 
courbe C, tend vers une limite déterminée, lorsque ses côtés 
tendent tous vers zéro. 

En effet, soient x, y, z, et ^ 4- \x, y^ -r- Aj, z -\- ^z les 
coordonnées des extrémités d'un côté c du polygone, relatives 
à trois axes rectangulaires, on aura 



\l^x- + iir->+ \z^ = ^x sJ '-^3^1 



Âx^ 



les rapports -^-1 ont respectivement pour umites / et 

^^ \x ^x * dx 

-j—1 quand àx tend vers zéro; on a donc 



/ /" ch' dz^ \ 



en désignant par e une quantité qui s'annule avec \x. Si l'on 
prend x pour variable indépendante et que l'on fasse 



_ ^ , df^ dz^ 

dx'^ dx ^ 
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Y sera une fonction donnée de x el l'on aura 

puis le périmètre total P du polygone inscrit sera 

P = sYA^H- Ziix. 

Cela posé, construisons dans le plan x,y' la courbe C dont Y 
est l'ordonnée el désignons par A l'aire comprise cntrela courbe, 
l'axe des x et les ordonnées qui répondent aux abscisses ex- 
trêmes ^0 et Xi. Supposons en outre cette aire décomposée en 
trapèzes élémentaires ayant pour bases les àx; l'expression 
de ces trapèzes sera Y \x -{-n^x, n s'annulant avec ^x, et 
l'aire A elle-même sera 

A = SYA^ -+- Sy;Ax, 

on aura donc 

P = A 4- ^ jA ^ — irAx. 

Cela posé, si s' el/i' désignent respectivement celui des £ et ce- 
lui des -n qui ont la plus grande valeur absolue, les sommes 
iz\x et ^ri\x seront respectivement moindres en valeur abso- 
lue que s'sAx el -n'iXx, c'est-à-dire moindres que £'(^i — ^o) 
el y/(a', — ^0); mais s' et /)' s'annulent en même temps que 
les A ^, donc les sommes le A x et :S/;A.r ont pour limite zéro, 

et l'on a 

limP^A. 

Le périmètre du polygone inscrit dans un arc de courbe ten- 
dant vers une limite déterminée indépendante du mode de 
division de l'arc, lorsque ses côtés tendent vers zéro, cette 
limite est dite la longueur de l'arc de courbe. 

11 est facile maintenant d'avoir la différentielle de l'arc 5 de la 
courbe C, dont l'une des extrémités est supposée fixe el l'autre 
variable. Cette différentielle ds sera égale, d'après ce qui pré- 
cède, à celle de l'aire A, laquelle est Ydx, et en remettant 
pour Y sa valeur, on aura 



f/5 ==; 4 / n ! — f- dx — \fdx' -T- dr^ + dz' - 

y cLx' dx'' 

On peut déduire de là que le rapport d'un arc de courbe à sa 
corde a pour limite l'unité, quand l'arc tend vers zéro. Soient 

Lachoix, Cale, diff., II. 12 
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en effet c la corde qui sous-tend l'arc A^, on a 



d'où 











A s 


A.Î 


As 






\x 


C 


\/AX'-h ÛJ---T 

ds 


- A-2 


^- 


^ Ax- Ax' 


.. A5 

lim — 


dx 






ds 


c 


/ dy' 


dz^ 
dx' 


\jdx- 


-T- dx'+ dz' 



21. On peut obtenir de la manière suivante le développe- 
ment en série de la différence entre un arc de courbe et sa 
corde. Soient x, y\ z, les coordonnées rectangulaires de l'ex- 
trémité variable de l'arc s, et Ax, Aj% A 2 les accroissements 
de ^,j, z qui correspondent à l'accroissement As de s, on 
aura par la formule de Maclaurin 



dx 

Ajc = -y- A^ + 

ds 


d''x As- d'x 

—, i 7- 

ds^ 2 ds^ 


As' 


1.2.3 


-^ ds 


d\rAs' d\r 
ds' 1 ds-' 


As' 


1.2.3 


dz 

Az = -rAs ^' 
ds 


d'zAs' , d'z 
ds' -2 ' ds-^ 


A5^ 
1.2.3 


Posons aussi 







s/Ax^-i- Ay'-^AZ' = A5-i- A, A*- -+- A, Aa--' 4- AsAi'-^-. . . , 

élevonsQu carré cette équation et remplaçons ensuite ax, a y, az, 
par les valeurs écrites plus haut ; on trouvera, en égalant les 
coefficients des mêmes puissances de a^, 

A, = o, 



_ i.rdx d^ X dy d'y dz d'z 1 
6 L ^5 ds' ds ds' ds dr J 

1 r / d'xy ut-yV (d'z. \ 

• sLl^J +1^) ^MJ 

_ I Vdxd^x dyd\y dzd^zl 

24 L <'* ^^** '/* ds^ ds ds^ J ' 
I rd\rd'x d\yd\y ^d'zd'zl 
1 2 |_ ds- ds' ds- ds-' ' ds- ds^ J ' 



i 



ET LE CALCUL INTEGRAL. 17I 

"^fais on a, en désignant par p le rayon de courbure à rextréaiilé 
de l'arc s, 

ds' ] [ds'-J ^ [ds'J —p^' 

d'où l'on lire, par la différeniialion, 

d — 
d^x d^x d-yd^y d-zd^z i p- _ 

ds- ds^ ds^ ds^ ds' ds^ 2^/5 ' 
ensuite si l'on différentie trois fois de suite l'équation 

idx^\- fdy\'' [ d^V 



Ts +1/7) -^U' =^ 



il vient, en ayant égard aux formules précédentes, 
dx d^x dy d\y^ dz d-z 



I —G, 

lis ds^ ds ds' ds ds- 



dxd^x dy d^y dzd^z 
ds ds^ ds ds^ ' ds ds^ 



d — 
dxd'x dy d*y dzd^z 3 0- 



ds ds* ' ds ds* ' ds ds* 2 ds 

et au moyen de ces formules on aura 

d^ 

par conséquent 

d-i 
^s^ 0- \s'' 



\llx''-^^)-+ \z- ^ \s 



24 p^ ds 48 

les termes ou troisième et du quatrième ordre ne dépendent 
que de la courbure -: l'influence de la seconde courbure ne se 
manifeste qu'à partir des termes du cinquième ordre. La for- 
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mule précédente peut s'écrire comme il suit 



d — 

Ai' A5' I I 



48 p' 4<^\r>' ds / 

mais si p, désigne le rayon de courbure à rexlrcmité de l'arc 
s -f- as, on a, par la formule de Maclaurin, 



J-i 



I I 

ce qui permet d'écrire 



^ A^H- 



I I \ A5 



V'Aa^--A}'2-^As^ = A5— -+ ,. 

\P P./ 40 

en négligeant seulement les termes du cinquième ordre en a s. 
Si l'on applique cette formule au cercle derayon i on aura p=p,== i 
et si l'on désigne l'arc a 5 par ia, la corde v'A-^^ -j- At'-i- a ;;' 
sera asina; la formule précédente devient alors 

snirt = « — -ri 
o 

ce qui fournit une vérification de notre calcul. 

Sur l'intégrale de la différentielle f{x)dx. 

22. 11 est nécessaire d'établir l'existence de l'intégrale d'une 
différentielle donnée f{x)dx. A cet effet, il suffit de consi- 
dérer la courbe plane dont l'équation, en coordonnées rec- 
tangulaires, est y^=f{x); l'aire comprise entre la courbe, 
l'axe des abscisses, une ordonnée fixe arbitraire et l'ordon- 
née j ou f{x) est une fonction de x dont la différentielle 
eslf{x)dx (t. I, p. 75). Si donc on désigne par ¥{x) cette 
fonction, on aura 

d¥{x)^=f{x)dx. 

On voit que la fonction T {x) n'est pas complètement déter- 
minée, puisque l'aire qu'elle exprime est comptée à partir 
d'une ordonnée fixe qui est tout à fait arbitraire; on peut 
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changer celte ordonnée à volonté, ce qui revient évidem- 
ment à ajouter une constante à la fonction F (^); enfin, 
comme deux fonctions qui ont la même différentielle ne 
peuvent différer entre elles que par une constante (n° 2), si 
l'on désigne par C une constante arbitraire, F(^)+C sera 
l'expression générale de l'intégrale àe f[x)dx, et l'on écrit 

(0 F(:r)-|-C= ffix)dx.- 

On peut déterminer la constante C par la condition que l'in- 
tégrale s'annule pour une valeur donnée Xo de x, pourvu 
cependant que F(^) ne devienne pas infinie pour xz=zXo; 
il suffit effectivement de poser 

F(xo) + C = o, d'où C = — F{^„), 

ce qui réduit le premier membre de la formule précédente à 
F{x) — F(^„); et si l'on donne à x la valeur particulière X, ce 
premier membre prendra la valeur déterminée F(X)— F(^J. 
Cette valeur est, comme on le voit, celle que prend, pour 
x = X, l'intégrale de la différentielle f{x)dx, assujettie à 
s'annuler pour x = o ; on la représente par la notation 

/ f{^)dx, et l'on a, en conséquence, 

(2) F(X)-F(^„)=^ ('^f[x)dx. 

^■'\ 

Le second membre de la formule (i) est dit V intégrale in- 
définie de la différentielle f{x)dx; le second membre de la 
formule (2) est au contraire une intégrale définie. 

On peut toujours donner à une intégrale indéfinie la forme 
d'une intégrale définie, ce qui offre souvent de l'avantage.! 
En effet, si dans l'équation (2) on remplace la valeur déter- 
minée X par la variable x, on aura 

(3) r(^) — F(^„)= r f{x)da:, 

et si l'on élimine F(^) entre les équations (i) et (3), puis qu3 
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l'on écrive C au lieu de C + F(:ro), on aura 
(4) /./(■^)^^-^= / f{x)dx-\-C 

23. La fonction F(:f) ayant pour dérivée /(^), si l'on pose 
X — .To= mh, m étant un nombre entier positif, on aura, d'a- 
près le théorème du n" 2, 

r(X)-F(^.)^(X-x„)lim-f^^'^+-^^^"+^^^-^-+-^^^-+^^^^^'' 



m 

pour // — o, ou 

F{\)—V{x\.)^--Aim[hf{xo)-rhfix,-]-h)-^...-hhf{x,^'m-^i/i)] 
ou, enfin, d'après l'équation (2), 



/ 



X 



f{ar)(/a:=z\\m ^^ j[x)dx ; 



ce 



qui exprime que l'intégrale définie 1 f{x)dx est la li- 

mite vers laquelle tend, pour dx = o, la somme des valeurs de 
la différentielle f{x)dx, quand x varie de x^ à X, par inter- 
valles égaux à dx. Nous supposons ici, bien entendu, que la 
fonction /(:r) reste finie, quand x varie de ^0 à X. 

Sur les intégrales multiples. 

2i. La recherche des volumes terminés par des surfaces 
courbes et celle des aires de ces surfaces se ramènent, comme 
on l'a vu, à la détermination d'intégrales doubles, qui, dans 
le système des coordonnées rectangulaires, ont pour expres- 
sions générales 



//-./.rf,., jj.te/,y,^^*y 



d) 



D'autres questions conduisent aussi à des intégrales triples^ 
quadruples, etc., et, dans tous les cas, l'intégration doit s'é- 
tendre à toutes les valeurs des variables qui satisfont à cer- 
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laines conditions exprimables par une ou plusieurs inégalités. 
Lorsqu'on peut effectuer l'intégration relative à l'une des va- 
riables, l'intégrale multiple se réduit à une intégrale d'ordre 
inférieur d'une unité et, quand il n'en est pas ainsi, on peut 
quelquefois opérer la réduction par un changement de va- 
riables. 
Considérons, par exemple, l'intégrale double 

(i) 1= j JYd.rdy, 

dans laquelle V désigne une fonction donnée de .r et r, et 
supposons qu'on veuille substituer aux variables x et y deux 
nouvelles variables u et v, liées aux premières par deux rela- 
tions données. Quelle que soit la portion du plan des a:y' qui 
comprend les points {x, y) auxquels l'intégration doit s'éten- 
dre, l'intégrale 'c, se composera d'un ou plusieurs termes de la 
forme 



Z^J \lx- j '\dy'. 



)o et y\ désignant deux fonctions données de x, ei Xo, .r, étant 
deux constantes. On peut évidemment supposer que y et x 
croissent constamment de la limite inférieure à la limite supé- 
rieure, ce qui revient à dire que dx et dy sont positives. 
Cela posé, des équations doimées entre x, y, u, v, on peut tirer 
la valeur de y en fonction de ^ et de c-; soit 

y=f{.r, c), 

et considérons l'intégrale l Vr/r où x peut être regardé 

comme un paramètre constant. Si l'on y remplace j par /(x, p), 

, df{x, v) j ,, , . , f ■' . J/'f.r, c) 
ay par ■' • «i', elle deviendra i V ~ — ,-— dv, v^ et 

f, étant les valeurs de v qui répondent à y = }\, y =z y\. Nous 
supposons ici que v varie toujours dans le même sens, quand 
y varie de j'o à y\ ; s'il en était autrement, on rentrerait dans 
cette hypothèse en décomposant l'intégrale relative à / en 
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plusieurs parties. Comme dr est supposé positif, dv a lo signe 

dfiv v) , , , 

de • , ' — -\ si cette dérivée est négative, on peut ramener 
dv 

dv à être positif en changeant les limites de l'intégration, en 

sorte que l'on aura 

^,df{x,v) ,,. , , , , , dfix, v) ,,. 

db • ■ désignant la valeur absolue de -^^-—j ■> et 1 ni- 

légrale relative à v étant prise entre les limites v^ et f, ou 
t-, et Vo. D'après cela, la valeur de 'c, sera 

Ce résultat nous donne le moyen d'achever la substitution que 
nous avons en vue; car soit 



x=^Y {u, v) 
t t-; 
du, et l'on aura 



la valeur de x en u et v; il suffira de remplacer dx par 
_,_ c?F(m, v) 
du 



formule où les intégrations doivent être étendues aux mêmes 
points que dans la formule (2). 

Mais si l'on différentie l'équation y^f{x, v], en considé- 
rant X Qi y comme fonctions de u et c, on a 

dy , dy df{x,v)(dx , dx , \ df{x,v) , 

-f du -{- -r- dv = -^ -7- du -V--r- dv]-h ' \ — ■ dv, 

du dv dx \du dv ) dv ' 

d'où 

dy df{ X, V ) dx 

du dx du 

dy _ df(x, v) dx df{x, v) 
dv dx dv dv 
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, dx dF(n, c) 

et par suite, a cause de -7- = -,-- — ' 

' du au 

df{x, v) dF{u, (.') dx dy dx dy 

dv du du dv dv du 

La valeur de t devient en conséquence 

la fonction V étant exprimée en u et v. 

25. On peut encore arriver au résultat qui précède par les 
considérations suivantes. L'intégrale ç peut être regardée 
comme représentant un volume composé de prismes élémen- 
taires Y dxdf dont les bases dxdy remplissent une portion du 
plan xy\ Or deux équations telles que 

f,{x,x) = u, f,{x,x) = v, 

ou u et v désignent deux paramètres variables, représentent 
deux systèmes de courbes, et il est clair que deux courbes 
infiniment voisines de l'un des systèmes détermineront avec 
deux courbes infiniment voisines de l'autre un parallélo- 
gramme infiniment petit dont l'aire sera dsi dsi sin e; ds^ et ds^ 
étant les éléments infiniment petits des courbes u et v, et i 
l'angle de ces éléments. Le volume que représente <; sera 
évidemment la somme des volumes élémentaires \ ds^dSiSmî, 
et l'on aura 

'(^=: l I \ dSids-2 sine. 



// 



Mais X et j sont fonctions de u et v; si l'on demeure sur la 
courbe u, v variera seul et l'on aura 



dx = -^ dv, dy = -— dv, 
dv -^ dv 



d'où 



si au contraire on marche sur la courbe v, u sera seul variable 
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Cl l'on aura 



j dx j j dr j 

dx = -r- du, i/r =^ -r du, 
du ' du 



d'où 



*==V'(^)'-^(1r^)'''"- 



Les cosinus des angles formés par ds, ei \)ixvds, avec les axe; 

dx 
des X et des y étani proportionnels respectivement à -.— 



dr dx dy 
et -r ' -J- et -j- ^ on a 
dv du du 






dx dx dy^ dy^ 


rnc - — 


du dv ' du dv 


vU) 


\du) V WW ■ W/''/ 


—i 


f dx dy- dx r/r\ 
~ \ du dv dv du j 


sin £ — 


\/m 


idrV //dxy (dy-y 


ast ds. sin e = 


_L_ f dx dr dx dr\ 
~~ \ du dv dv du j ' 


et par conséquent 





comme on l'a déjà trouvé. 

Par exemple, le passage des coordonnées rectangulaires x et 
J aux coordonnées polaires p et w, liées à :i- et à ^' par les 
équations 

X = p COS w, X^^ P ^"^ "' 

conduira à la formule 

f C\dxdr= f fypdod'^; 
les éléments pd pdw sont ici des rectangles dont les côtés do. 
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p Jw sont les éléments respectifs de lignes droites menées par 
l'origine et de circonférences ayant celle origine pour centre. 

26. En général, si l'on a une intégrale multiple d'ordre n, 
telle que 

Ç=:z / / . . . JYdxdx. . .dz, 

et qu'aux n variables x, y,. . ., z on en substitue n autres u, 
f, . . . , a', liées aux premières par des relations données, on 
aura 

f [■■■ f ydxdx- ..dz^z f [■■■ A =^- ^ ) ^ ^^"^''' • • • ^^"'' 
A désignant le déterminant 



A—- 



d.v 


dx 


dx 


Tirr 


Th'' ■ 


div 


dy 


dy 


dy 


Tirr 


r77'-' 


^' 


d. 


dz 


dz 


17,' 


T.''- 


•' da' 



Ce théorème est démontré par ce qui précède dans le cas 
de deux variables x etj^; il suffit donc de l'établir pour n -\- 1 
variables, en admettant qu'il ait lieu pour n variables. 

Soit donc l'intégrale d'ordre n -h i 

et supposons qu'on veuille substituer aux variables !r, y,. . ., 
z, s les n-i- I variables u, c, ..., a-, /. On peut commencer par 
exprimer les n variables x, f,. . ., z en fonction de s et des 
jî variables nouvelles a, v,. . , w, l'intégration relative à s 
devant alors être effectuée la dernière. Par ce changement de 
n variables, on aura, d'après ce que nous admettons 



//■//< 



D]yds.dudi>...da', 
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D désignant le déterminant 



D = 



Sx 


Sx 


Sx 


sTc' 


ov 


OiV 


3 y 


Sr 


Sr 


du'' 


ov 


Siv 


dz 


Sz 


S z 


J7c' 


a — ' ■ * 

V 


w 



nous employons ici la lettre S pour exprimer les dérivées par- 
tielles prises dans l'hypothèse où les variables indépendantes 
sont 5 et M, V,..., w, tandis que nous réservons la lettre d 
pour le cas où les variables indépendantes sont u, v,. . ., w, t. 
Or, en différentiant l'une des variables x, y,. . ., z dans cette 
dernière hypothèse, d'abord par rapport à l'une des variables 
H, V. ... w, puis par rapport à t, on a 



<l'où 



dx 


Sx S X ds 


dx 


s X ds 


du 


Su ' S s du 


dt ~~ 
dx 


os dt 




S X dx 


777 ds 






S u du 


ds du 

di 





et l'on aura des expressions semblables pour cnacune des dé- 
rivées qui figurent dans la valeur du déterminant D. 

Cela ppsé, dans l'évaluation de Ç, l'intégration relative à s 
peut être effectuée la première, après la substitution dont 
nous venons de parler, et d'après ce qui a été dit en commen- 
çant, si l'on exprime s en fonction de t et de u, c, . . ., w, on 

devra remplacer ds par -j-dt; on aura donc 



ç = f f. . f f l±Dj^y dudv . . . dwdt. 
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el l'expression de D pourra se déduire de la suivante 





dx 


dx 


dx 




du^ 


diJ' 


■•" dw 




dy 


dy 


dy 


D,=. 


lÎTc' 


dU' 


' dw 




dz 


dz 


• > 

dz 




du 


dv' 


■■' dw 
dx 


djc 
en remplaçant 7-' • • 


par 


dx 
du 


dt as 

ds du^ "" 

Tt 



Désignons par D^ , 1)^-,. . . , D^ les résultais que l'on obtient 
en exécutant sur D, une, deux, trois, etc., fois la substitution 
circulaire qui consiste à remplacera, y, ...,2, 5 respectivement 
par y, . . ., z, s, x. Comme un déterminant ne fait que changer 
de signe quand on change l'une en l'autre deux lignes paral- 
lèles, il est facile de voir que la substitution de 5 à x,y\ . . . ,z 
changera D, en — Dx, — D^,. . ., — Dj , si le nombre n des va- 
riables X, y, ... 2 est pair, et en -hDx, — D^, . . . -^D, , si le 
nombre n est impair, les signes étant alternativement -h et — 
dans ce dernier cas. 

Cela posé, remplaçons, dans l'expression de D^ les dérivées 

dx 

dx , , dx dt ds 

de X, savoir : — - 5 etc., par les valeurs —, -; — —■> etc., 

du du ds du 

di 

on obtiendra, d'après ce qui vient d'être dit, le résultat 

dx 

dt 

Si dans celte expression on remplace les dérivées de/, savoir: 

dy 

dy . , f/r dt ds _, , 

■j-y etc., par les valeurs —. r- -7—> etc., D^rUe changera pas. 



du 



du 



ds du 
Tt 
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car ce délerminani s'annule quand on y niel a- au lieu de j; 
on aura donc le résullat 



dx 



dy 



D.-+ 



dt dt _. 



dt 



dt 



et l'on voit facilement que si l'on remplace les dérivées des 
autres variables, jusqu'à celles de z inclusivement, par les va- 
leurs indiquées, rexpression de D^ deviendra définitivement 



dx 


dy 


dz 




ds ■' 


-(-)4:"-. 



dt dt 

«n sorte que l'on aura 



^^ dt ~"' dt^ ^' dt 



D. 



dt 



dt 



±D.- 



dt 



Or on sait que le second membre de cette formule est préci- 



sément égal au déterminant 



A. 



dx dx 


dx 


dx 


du dv 


f/(v' 


Tt' 


du ' dv ' 


dr 

div 


dy 

Tt' 


dz dz 


dz 


dz 


du^ dv^ 


--ÏÏTv' 


dV 


ds ds 


ds 


ds 


du^ dv^ 


dw ' 


dt' 


»è= 


\, 





on a donc 



et, par conséquent, 

^=Sf- ■ .fA±:^.)ydudv. . .da'dt, 
ce qui démontre la proposition énoncée. 
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27. Considérons en particulier les intégrales multiples qui 
se rapportent à l'évaluation des volumes et des surfaces 
courbes. On a, pour l'expression des volumes en coordonnées 
rectangulaires, 

■C, = ffJ(lxdrdz, 

et si l'on substitue à x, y, z les trois variables, //, c, a>, il 
viendra 

Ç = Jff A du dvdiv, 
avec 



(Ix dx dx 
du cl (' dw 
<ly (ly dy ( dx dy dx 



X dr\ dz fdydz dy dz\dx /dzdx dxdz\;l/ 
V du ! div \du(h> d^> du j dw \dudi> dufhjdiv 



du ' di' du' \du dv r/i 
dz d_z dz 
du ' dv (•/(!' 

Supposons que l'on prenne pour u, v,w, les trois coordon- 
nées polaires /■, 0, ^^, liées à x, y, z, par les formules 

^' ::= rsin QcostJ^, r ^-^/'sinôsin-i, s^^rcosO, 

on aura 

dx dx clx 

-^ z^sin Gcosi}/, ^- ^=rcos6cos^'>, -rr ^^ — /-sinOsin-i, 

dr ^ do ^ d-h 

-j- = sin 9sin li, -^ =-- rcos Osin-i/, -j-r = '"sinQ cos -V 
dr ' d9 ^ d-\> 

dz dz . dz 

-— ::^cos9, -7- = — rsniO, -r— n^O, 

dr f/9 d\ 

formules qui donnent 

A= /'-sin 0, 

on aura donc pour l'expression du volume ç en coordonnées 
polaires 

i; =///;■' sin 9 f//-</9J^, 

et si r croît constamment entre les limites r» et ;■, fonctions 
données de et^{/, on pourra écrire 

(i=^ Cl (/•; —rl)smBdBd-]>. 
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Passons niainlenani aux aires des surfaces courbes; quand 
on emploie les coordonnées rectangulaires x et j>-, la détermi- 
nation de ces aires dépend de l'intégrale double 



Ç = // y/ 1 -T- /»' H- ^' dx dy, 

, . . . , . . . . 1, dz dz ^. ,, 

ou p et (/ désignent les dérivées partielles y- et -j- • bi i on 

substitue les nouvelles variables u, v à :ret )■, on aura 

r r ^ f dx dr dx dr\ I ; , , 

mais on a 

dz dx dr dz dx , dy 

du "du ' ^ du ' dv '^ dv ■' r/f 
d'où 

/ dx dy dx dy\ fdz dy dz df\ 

' \ du di' dv du) \ du dv dv du j 

( dx dy dx dy\ l dx dz dxdz\ 

^ \du dv dv du) \du dv dv duj^ 

et, en substituant ces valeurs de p cl q, il vient 

r r j idxdy ITxdyV' l'dydz ^^V _^ fdzdx dzdxy . , 

j J V \dudv dvduj \dudv dvduj \dudv dvduj 

Supposons qu'on prenne pour u et v les coordonnées po- 

, , . , dx dx dy dy dz dz . 
laires Q,-^; les dérivées -— , -77. -f-.-> -—, -7-^ -77 devront elre 
' d9 d-h dQ d^l d& d-h 

prises ici en considérant le rayon r comme fonction de 9 et -h ; 

alors on aura 

dx dr . , , r^ , 

-;— = -r- sin t^ cos -i — r cos 6 cos -^ , 
da d9 

dy dr . ^ . , „ • , dz dr „ . ^ 

-7-=^- sinOsin-i-{- rcosôsin-i, -rr = -77 cos — rsinO, 
de d9 ' de de 

dx dr . ^ , ■ r. ■ , - 

-rr^^-TT sinQcosi — rsin 0sin-i, 
d-h d-h 



dy dr ._ ^ ._ ^ . ^ , dz dr 



-T7 — -TT sin 9 sin -b -f- /sin 9 cos -h, -j- ~ -7-7 cos , 
dii d-li ^ ' d-!j d-1) 
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d'où 

dxdy' dx dy . ^ ( dr . ^ \ 

dBd-]> d^dQ \dQ ) 

dy dz dy dz . „ . / ^'''' . . . \ (^r ■ , 

-T- = — rsinôcosi}/ 1 — cosQ — rsinO +r 778111 ^, 



de d-J^ d-!^d9 ^ \de J d-^ 

dz dx dz dx . „ . . / d'- ^ . \ dr , 

:7X:7T-7t:7^--= — ''sm9snUNy^cos9 — rsinQ -r — cos^; 



do d]> d-^dQ' ' \de j d^ 

la somme des carrés des seconds membres de ces formules est 
égale à 



•■'[ji)'^''" 



'-[(S)'-] 



on a donc 



pour l'expression des aires courbes, en coordonnées polaires. 

28. On peut arriver par des considérations très-simples aux 
formules que nous venons d'établir pour la détermination des 
volumes et aires courbes en coordonnées polaires. Remar- 
quons d'abord que l'angle 9, formé par le rayon r et la direction 
de l'axe des z peut varier de o à tt; quant à l'angle ^ formé par 
la projection du rayon r, sur le plan xj; avec l'axe des x, il 
peut varier de o à 2r, en marchant de Ox vers 0/ ; enfin les 
équations 

r = constante, 9 = constante, •]/ = constante, 

représentent un système triple de surfaces orthogonales; les 
surfaces du premier système sont des sphères ayant pour centre 
l'origine des coordonnées; celles du deuxième système sont 
des cônes droits ayant pour axe l'axe des z ; enfin le troisième 
système se compose de plans passant par l'axe des z. Si l'on 
prend deux surfaces infiniment voisines dans chaque système, 
on déterminera un parallélipipède rectangle infiniment petit 
dont les dimensions seront respectivement dr, rdQ, rsin Od-^, 
son volume sera en conséquence ^^ <ine dr de d-^^ et l'on aura 

Lacroix, Caîc. diff., II. l3 
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pour la délerminalioii des volumes en coordonnées polaires 
l'expression générale 

ff r' sin (i(/r do (II, 

comme nous l'avons trouvée plus haut. 

Le parallélipipède dont nous avons parlé a deux de ses di- 
mensions rdO et rsin d-l situées sur la sphère de rayon /•, 
l'élémenl superficiel de la sphère aura donc pour expression 

d(^= r'sinG dQd-^, 

Cl l'aire d'une portion quelconque de sphère se déterminera 
j)ar l'intégrale double 

r'ffsmOdOd-'j. 

29. Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver l'aire d'un 
triangle sphérique au moyen de la formule précédente. Soient 
A, B, C, les angles de ce triangle dont les sommets seront dési- 
gnés par les mêmes lettres, je prendrai pour axe des z le rayon 
OA de la sphère (*), puis menant un grand cercle perpendicu- 
laire à OA qui coupe en deux points I et J le grand cercle au- 
quel appartient le côté BC, je prendrai le rayon 01 pour axe des 
r ; l'axe des x doit être perpendiculaire à OA et à 01, je choi- 
sirai la direction qui est telle, que la valeur i{> relative à C sur- 
passe celle quiserapporteà C, en supposant que if'Croisse quand 
on marche de l'axe des x vers l'axe des r. Cela posé, considé- 
rons un point M se mouvant sur le côté BC de B vers C et me- 
nons l'arc de grand cercle AM qui, jirolongés'il le faut, coupera 
en N le grand cercle situé dans le plan xj\ Si l'on désigne par 
lî/j la valeur de ^ qui se rapporte au point B et que l'on prenne 
pour unité le rayon de la sphère, l'aire T du triangle sphérique 
sera donnée par la formule 

/-• ,i„ -r- A /^ A M ^ ■ij -i- A 

7= / ' d-l / smOdO= / ' (i — cosAM)(/0, 

J6„ Jo Jl. 



(" ) Le lecteur fera aiscmetit lui-nicme la figure. 
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OU, à cause de cos AM = sin MN, 



\ (I^— sinMNf/-^=: A— / sinMN^/-^. 

■■A, -^h ^'p. 



Mais le triangle sphérique rectangle MNI donne 

. -,-. sinlcos^* -, • T • . 

sinMiN=^ -. — =7—^^ cosM = sin Ism>^, 

sin M 

ol la dernière de ces formules donne par la différentiation 

d-h = — .^'"^^ , cm, d'où sinMNfi4. = — t/M; 

sin 1 cos "l 

on aura donc 






enfin, comme on a M = TT — B pour ^} = -% et M=C pour 
rL = -i/o -h A, on aura 

T=^ A4-C-f-C — -, 

ce qui est la formule connue. 

30. Considérons enfin une surface courbe quelconque dont 
un point M ait pour coordomiées r, G, ^ et construisons la 
sphère de rayon rqui a pour centre l'origine des coordonnées. 
Le cône qui a pour sommet cette origine et pour base l'élément 
doi de la sphère, déterminera sur la surface courbe un élé- 
ment c?S dont f/w sera la projection orthogonale sur la sphère 
/•; on aura donc 

,_ f/w r-sinQdOd-li 

«S = = ■) 

COS£ COSï 

e étant l'angle formé par le rayon r avec la normale de la 
surface. 

Mais les côtés /y/ô et rsinOt/^{^ de l'élément da forment 
avec le rayon r un système d'axes rectangulaires auxquels on 
peut rapporter la surface que nous considérons. Pour le point 
M les trois coordonnées sont nulles ; en outre quand les deux 
premières coordonnées s'accroissent successivement de rdo et 

i3. 
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de rsinOdii, la troisième coordonnée prend les accroissements 

dr j^ dr j, .. . , , , 

-7- ûfO, -yj d-li; en désignant par p ei q les rapports de ces der- 
niers accroissements à ceux des coordonnées qui les pro- 
duisent, on a 

^ \ dr I dr 

^ ~ r df)^ ^ /-sinô^!/* 

Mais d'après les formules en coordonnées rectangulaires, re- 
latives aux normales, l'angle t a pour cosinus 



on a donc 

rsinô 

C0S£ = 



\/(^)-[(^)'-^ 



r' swY 



et, par conséquent. 



comme on l'a trouvé plus haut. 



sin'O, 



3t. Pour montrer un exemple de la réduction des intégrales 
multiples par le changement de variables, j'appliquerai les 
résultats obtenus précédemment à la recherche du volume et 
de la surface de l'ellipsoïde. 

Si l'on fait usage des coordonnées rectangulaires, la surface 
de l'ellipsoïde a pour équation 

x'' y- z- 

et les formules propres à déterminer le volume V et la sur- 
face S sont 



''^'■=''jj\/''-"i-'i'^''^^' 



I c' — a- X' c' — 0' r' 
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Dans l'expression de V, on peut effectuer immédialemeni 
l'intégralion par rapport à l'une quelconque des variables; 
l'intégrale double est alors réduite, et la seconde intégration 
peut s'effectuer sans difficulté. Il n'en est pas de même de 
l'intégrale double qui représente la valeur de S; l'intégration 
relative à ;r- ou à )' ne peut s'effectuer que par l'introduction 
des fonctions elliptiques. L'emploi des coordonnées polaires 
ne réussirait pas mieux, mais on peut effectuer la réduction 
demandée en prenant pour variables les deux angles 0, -^ liés 
aux coordonnées par les formules 

^ = asinOcos^]^, r= ^sinôsini}^, z = ccosO, 

en vertu desquelles J'équalion de l'ellipsoïde est vérifiée. 
Alors on a, par les formules générales du n"27, 

\=.abci I sinOcos''OdQd-^, 

S= / s/a^b'cos'B -r- 6■^sin=9(a'sin'J^^-62cos'^}^)sin9(/9f/^{', 

les intégrations s'étendant de = o à Q = tt etdei{/ = oà 
i|/ = 277. Dans la première formule, l'intégration relative à 

donne le résultat - abc j d-^, en sorte que l'on a 

Yz=i ^abc. 
6 

Quant à la seconde intégrale double qui exprime la valeur 
de S, on peut la réduire en exécutant l'intégration relative à 9* 
mais cette intégration introduit des arcs de cercle et le résul- 
tat qu'on obtient par cette voie n'a pas la forme simple qu'on 
peut lui donner. C'est pourquoi nous ne pousserons pas plus 
loin ce calcul ; mais, à cause de l'intérêt que peut présenter 
celte question, nous indiquerons, pour évaluer l'aire de l'el- 
lipsoïde, une autre méthode qui est d'ailleurs susceptible d'être 
appliquée à d'autres cas. 
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32. Soil 



l'équation de l'ellipsoïde et désignons par u le cosinus de 
l'angle que fait le plan langent au point [x, y; z), avec le plan 
a:}', on aura 

z 






ou 



fa) H > I — = o. 



Si l'on considère u comme une constante, l'équation (2) 
représentera un cône du second degré, et les équations (1) 
et (2), prises simultanément, représenteront une courbe qui 
sera le lieu des points de l'ellipsoïde pour lesquels le plan 
tangent fait avec le pian xy un même angle ayant u pour cosi- 
nus. On aura la projection de cette courbe sur le plan des xy 
en éliminant z entre les équations (1) et (2); on trouve ainsi 

^^ ~^(i — "^)~ ""' '^ b*{i — u^) ■^' ~ '' 

équation d'une ellipse dont les demi-axes ont respectivement 
pour valeurs 

sjâ} — [a? — C')ie \/b' - (6' — c'JJ? 
et dont l'aire totale Esera, en conséquence, 

7z a' b' ' i — if-] 



(4) E.= 



v'[rt' — («' — c') u'] [b'—{b'—c') W] 



Cela posé, soit r/E l'accroissement que prend E quand u aug- 
mente de du, la partie de l'ellipsoïde située d'un côté quel- 
conque du plan xy et qui se projette sur l'espace annulaire dE 
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a évidemment pour valeur ^ — 5 etpouroblenirraire lotaleS de 

r/E 
l'ellipsoïde, il suffit évidemment d'intégrer l'expression — ou 

dE du , . . ,, • I I 1 1 1 ' 

-j- ■ — depuis II = I jusqu a «=:o, puis de doubler le resu.- 

tat; on aura ainsi, en renversant les limites et en changeant le 
signe de l'intégrale, 

(5) S^-.f'™^. 

II ne reste plus qu'à substituer dans cette formule la valeur 
de E tirée de l'équation (4) et l'on aura l'aire de l'ellipsoïde 
exprimée par une intégrale simple; mais il convient de trans- 
former cette expression. A cet effet nous supposerons 
rt^ 6 > c, l'inégalité n'excluant pas l'égalité, et nous ferons, 
pour abréger, 

d'où 

y/rt' — c^ = a sin fx, c =^ b \Ji — /r'sin^,", 

V. étant un angle compris entre o et -; enfin, nous pren- 
drons pour variable, au lieu de u, l'angle (^ déterminé par 
l'équation 

a . sin m 

Sltïf = -: — ~i 



sja' — c^ sin;/ 

et comme u varie entre les limites o et i, l'angle y variera de 
o à f*. 

D'après cela, les équations (4) et (5) deviennent 

■Ktth ( I — sin-a ) 

<6) E^ ^ ""-"■ ' 



et 



cos© v'i — /f^sin'''^ 

(') '= — a — .1 ; 



Jo ^h sin? 



do. 
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Or on trouve au moyen de l'équation (6), 



_^-,/ E Ecosç, , . E , do 

sin? siuç sui^o suiç, sin>v^i-A-^sin^9 



— - ab i_ 



^^'— ^'Vi— /''sin'o 



d'ailleurs si l'on différentie l'expression cos?s/' - /'"sin>^ 

sin(j* 
on obtient 

, cosyy/i — /,^sin^^ ^ ^ ^/ç 

" :7; = — vi—/rsin' «.</»-}- ^ • 



sin'çVi — Â-^sin'*' 
et si l'on tire de cette équation la valeur de 



sin' o y/ 1 — /(^sin'o 
pour la substituer dans la formule précédente, il viendra, en 
ayant égard à la valeur de E, 



2 \,la- — c- f/E I 

do 



a dm sino 



— o^..2./ M-^"S? V'— /»'sinV-r rt=i^ — c= , ., . T 

~ '^'^ ^^ iT;;:^ , , =^ '-^ ^ — \ sin=o-s nV 

V«--c^L n/i— /.'sin^J 

Intégrant ensuite cette équation entre les limites o = o et 
? = /^, on aura 



( 



S = ? ;: C- -h 



(8) ' VV^=-^-^ 



(X («= — c^)/ v/i — /''sin-jf/o-!- c' / -, ^ — =: • 

' L Jq ' ' , Jo V'— ^'sin'çj 
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En faisant, avec Legendre, 

1 r:' do 
]Jo VI — /''sin'cp 

(9) 



\ f O 



on retrouve la formule donnée par cet illustre géomètre, sa- 
voir : 

(10) S=27re»-i- _J^[(rt2_c-')E(pt,/r) + c^F([x,/r)]; 
V «2 — c^ 

les symboles F(^, k), E{p, />) désignent les fonctions ellip- 
tiques de première et de seconde espèce ayant pt pour ampli- 
tude et /r pour module. Si l'on veut introduire, à l'exemple 
de Jacobi, comme fonction de deuxième espèce, l'intégrale 

JC' sin>f/^ 
o 



-.1 on remarquera que l'on a identiquement 



o \l i — /("'sin'(î> 

t/o ■ i/o v' — /r-sin'ii/ Jo \li—h'^sh\' 

ce qui permet d'écrire la fornmle (8) comme il suit: 

1 s = 2776-^ + V = 

{•0 



X 



■ Ç^' d^ />' — c' Ç '- sin'<p ^y_-1 



Si l'on a c- = 6, l'ellipsoïde est de révolution autour du petit 
axe, on a /(= o et c. = arc cos-5 la formule précédente de- 



vient 



'1\ S = o 77 /)» -4- -> TT — firr ros -. 

^Ja' — b' a 

Si au contraire a^^b, l'ellipsoïde est de révolution autour 



iq/j note sur le calcul différentiel 

du grand axe, on a /r= i, et la formule (8) donne 



f 1 3 ) S = 5 77 6- H — ; log , • 

Il est facile de voir que les formules (12) et (i3) s'accordent 
à donner S = 4^^^ quand on fait « = 6 dans la première et 
c=ib dans la seconde. 

33. La surface du cône oblique à base circulaire ou elliptique 
peut aussi s'exprimer par les fonctions elliptiques, mais les 
résultats sont beaucoup moins simples que ceux qui se rap- 
portent à l'ellipsoïde. Afin de donner un exemple des transfor- 
mations qu'il convient d'employer dans les questions de cette 
espèce, nous examinerons ici le cas le plus simple, celui du 
cône oblique à base circulaire. 

Soient le centre de la base, S le sommet du cône, SP sa 
hauteur, SA et SA' les arêtes situées dans le plan SOP qui est 
un plan principal, M et M' deux points infiniment voisins sur 
la circonférence de la base. Désignons aussi par rie rayon de la 
base, par k la hauteur SP du cône, par f la distance OP pro- 
jection de OS sur la base, et enfin par &i l'angle que fait le 
rayon OM avec OP, angle qui peut varier de o à xtt. 

Si l'on abaisse SQ perpendiculaire sur la tangente à la base 
au point M, l'élément SMM'^ f/S de la surface du cône sera 

r/S = - MW >'. SO, 
2 

l'arc MM' est égal à ;y/w, en outre le triangle rectangle SPQ 

donne SQ=: \/sp'-h PÔ' ; SPestégalà /t, PQàifr— /cosm), 
et l'on aura en conséquence 

S = - /• sjli'-^{r — /cosw)' f/w ; 

par suite l'aire de la portion du cône comprise entre les arêtes 
qui répondent aux valeurs o et w de o), sera 



[•') 



I n w 

= /" / s'h^-^[r — /'coswj*(/w. 

^ i/o 
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Pour ramener celte expression à des transcendâmes plus sim- 
ples, j'exécuterai une transformation ayant pour objet de faire 
disparaître sous le radical la première puissance du cosinus de 
l'angle variable. A cet effet, désignant par «p une nouvelle va- 
riable, et par ô une constante indéterminée, je poserai 

cosO-hcosçp . sinôsinc 

C0S6J = -— -1 sniw = — 



I -h C0S9 COS(p I -+- C0S9 COS'f 

<'es formules ne sont point contradictoires, puisqu'on en lire 
cos^o) -+- sin^w = i; on en déduit aussi sans difficulté 

I ' „ I 7 s\n9(fo 

tang- » = tang-5 lang-ç, «oj = 



2 2 ' I -t- cosO COSo 

et l'on voit que si w varie de o à 2r, o variera lui-même de o 

à ?.7r. 

Si l'on substitue dans la formule (i) les valeurs précédentes 
de cosw et de doi, et que l'on profite de l'indétermination de 
pour faire disparaître la première puissance de cos^p sous le 
radical, il viendra 



S=i - /-sinô y'(/ = ^_A^4-y'')(H-cos'ô) — 4';/'cos9 

^^ f n/i — /,'sin^f , 
Jq (H-cos9coso)' ' 

en posant, pour abré§ier, 

,j_ I __!_ (A'4-/-'— /')sin'9 

~~ 2 2 ( /•' + h' -+-/' ) ( I -h cos'^ ) — 4 '/cos û 

quant à l'angle 9, il est déterminé par l'équation 

/rcos^9 — (/■=+/«' -f-/=)cosô+/r = o, 
d'où l'on tire 



et 

I — cos 9 ^/i--\- (/• — fy 

l -+- cos 9 ~ y//,2^f,.^_yj2* 
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Il est aisé de voirque les radicaux \/h^-\-{r — /') • el s,/ h- -y- ( r+fy 
représentent les valeurs des arêtes SA el SA' situées dans le 
plan principal ; si donc on désigne ces arêtes par a et a', on aura 



{\ 



cosO 



C0S9 



« , a — y. I / X 

^ -,-, C0S9 = — , \.diï\a-(i= \/ —.: 

a a' -t- a "2 \ a 



on peut exprimer h et/en fonction de ces mêmes génératrice? 
et du rayon r, il vient ainsi 



(a + «)Vo (H-COSÔCOS'^)' ^' 

et l'expression de /r' est 



('■ 



2 Zj. aa' 2 4 '^^■' 

Si du sommet S du triangle SAA' on mène à la base AA' une 
oblique SA" = SA, il est clair que l'on aura A'A"=2/, et si 
l'on désigne par 2)1 l'angle en S dans le triangle SA' A", on 
aura 

4/^ = «' -T- ='-'^ — 2 y.y.' cos 2 ). , 
et par conséquent 

/r \ 7 ' I 

(i)) /r'=: cos2> =sn'i=>.. 

2 2 

Pour ramener l'expression de S à la forme ordinaire des fonc- 
tions elliptiques, multiplions les deux fermes du coefficient 
ded'f par(i — cos 9 cos ^)% il viendra 



o I / — 7 rH-2C0t-9 — coFOsm'oWi — /,'sm*o , 
] ^ Jo (' -hcot^Osin=o)^ ^ 

[ 



If 
(6; ^ 

j — ;C0s9 f^s/i — /i= sin'o cosof/<p 

I sin-GJo (i + cot-0 sin^ç)/ 

La seconde de ces intégrales peut s'exprimer par des arcs de 

cercle; car si l'on pose 

/T sin© 

lang-i/= v7''+cot=0 



V» — /(• sin^o 
d'où 

sin-!- 
sin (j) = • ■> 

\//i-r-cot'ôCos -^ 
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il vient 

r^'v'i — /i^ sin^cp co.sçf/<jp__ sin S / i . \ 

X (I +cot'Gsin'<pr ~"^7T^i — /.^)siri^G V'^^^'"''"V' 

Il faut remarquer que tangi{/ ne peut être infinie, en sorte que 
si l'on fait varier ip de o à 27r, ^ devra rester entre les limites 

et H Ouand œ croît de o a -^ tÎ> croît de o jusqu'à la li- 

22' 2 ■* ' 

mite -^ donnée par la formule lang|' = -'^ — ; - ^ quand o 

V^ I — /( ' 

croît de - a 3 -? 1!^ décroît de +^' jusqu'à — y ; enfin quand (p 



2 2 



croît de — à a^r, l'angle i]^ croît de — y jusqu'à zéro. 11 résulte 

de là que noire intégrale s'annule pour çp=i27r, ce que l'on re- 
connaît d'ailleurs à priori. 

La première intégrale de la formule (6) peut être simplifiée 
en lui appliquant le procédé de l'intégration par parties, mais 
on parvient plus vile au résultat en développant la différen- 

.,,,,, . sincpcosoi/' — /i'sin-cp 

lielle de 1 expression — lJ- —, î : on trouve 

* 1 + col'9sin'<p ' 



col' 9 . cl 



sin«p CCS y v/i — /r^sin'^ 



iH-2COl'0 — col'esin> , j — , — , 

= ; TT—-- ; V ' — " ' sin^j do 

(i-r col^9sin^(}')' * ^ ^ 



I + coi'esin'y 

sin'tp^cp 



sin29(,_|-col=9sin=»)v/i — /.^sin'tp ' y/i — /i-'sin->' 
d'où, en intégrant, 



i 



2 col' 9 — col^9 sin=(p) \/i — li^ sin^fd(f 
(iH- coi'9sin=Y)- 



^ sincp coscp \/i — /(^sin'o 

= cot=9 — ^ ^-^, — — i 

1 -+- col-ip sm'tp 

■h 



''\l V, — /rsin'v"^sin'^/ (H- 



VI — A-sin'v sin'9j (i-i-cot^9sin^()>) y/i— /•'sin'.p 
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Si l'on pose, comme précédemment, 

et (|ue l'on fasse aussi, avec Legendre, 

n{o, II, coVO]= l ■ • ^ =, 

J^ ( I -f- col' û sin^ ? ) V I — /'' siu^9 

l'expression précédente de S deviendra 



— It^sm'f 



j ^ I — - rrot'0smî)coso v^i — /c 
i 2 ^ L i-i-col=esm> 

(7) I 4-E(?,/,)— F(?,/,) + ^^n(o, /,-,cot^e)J 

1 ' /^ sine /'..'• ,\ 

\ 2 cos9 v^i — (i — /.^)sin'9 \ 2 y 

la fonction n qui figure dans celte formule a été nommée par 
Legendre/b/^t'/Zo/i elliptique de troisième espèce. 

Si l'on veut avoir l'aire totale S, du cône, il faut faire o> = 2:t, 
ce qui donne o=:2;t et -^=^0; il est évident en outre qu'il 

suffira de remplacer o par - dans les fonctions E, F, n, pourvu 

que l'on quadruple le résultat. Désignant alors par E, , F,, n, 

les valeurs de E, F, n pour <» =^-5 on aura 

2. 

(S) S-2/-v/^'[e.(/.) — F.(/0-^^n,(/„coi'ô)J, 

formule dans laquelle figurent les trois fonctions elliptiques 
E,, F,, n,, et qui est plus compliquée que celle qui donne 
l'aire de l'ellipsoïde. On peut exprimer n, en fonction des 
transcendantes E etF; mais nous renverrons pour cet objet 
au Traité de Legendre sur les fonctions elliptiques. Dans le 

cas du cône droit, on a a'z= a, /, = o, cos 9 = 0, 9 = -» et les 
fonctions E, , F, , n, se réduisent à -; la formule (8) donne le 
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résullat connu 

Si :^ TT ICI. 

Sur quelques intégrales définies. 

34. Nous nous proposons ici d'ajouter quelques mois à ce 
que Lacroix a dit sur cet objet, en nous bornant à faire con- 
naître quelques intégrales définies qui se rencontrent fré- 
quemment dans les mathématiques. 

Considérons les différentielles 

e""^ cos bx dx, e~"^ sin bx dx ; 

en les ajoutant après avoir multiplié la seconde par \[—~i, on 
obtient la différentielle 



dont l'intégrale est 



e-'"'-'''^~'^dx. 



constante 



a — b\j — I 
ou 

~{a— b s/^ ) e- ^"-i"''-^^ ' 
a^-i-b' 
on aura donc 



constante; 



/' 



, , (a cos bx -\- b sm b x) e-"^ 

e-" cos bxdx=— j- 1- constante, 

a^-\-b- 



' .11 [a'&'xnbx — b cos bx) e~"'' 

e-" sm bxdx = ; j- '- h- constante. 

a--+- b^ 



Supposons que a soit positif, et prenons les intégrales entre 
les limites o et oo , on aura 

/'* a C'-^' b 
(i) / e-"'' cos bx dx = -- — -r-? / e-""" sin bx dx ^^ . 



Si l'on multiplie la première formule par db et qu'on l'in- 
tègre ensuite de /> = o à 6 = a, on aura, par la règle de l'in- 
tégration, sous le signe l 

C^ sina^r , C''- i 

I e--" dx = 1 — 

Jo ^ Jo «' 



b'' 
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si l'on fait dans le second membre h zi^ a-j.' , dh^=nd-j!, il 
viendra 

Jf '-^ . sin a.x , Ç â'j' 
' €-"'■ dx =- I • 
^ J» '-^''■' 

Si mainlenanl on fait tendre a vers zéro, le second membre 

r"^ dy.' - 

tendra vers la limite / r? ou arctansfx ou -: on aura 

donc 

(2) - / dx — i. 

Le premier membre de cette formule est une fonction essen- 
tiellement discontinue de a; il est égal à i si a est > o, mais 
il s'annule évidemment poun a = o, et change de signe 
quand a est négatif. Remplaçons a par a-{-b el par a — b, 
a et b étant positifs ei a^ b, on aura 






sm ax cos bx -h cos ax S]n bx , 
■ dx = 1, 



smaxcosbx — cosa.rsin6.r , 

dx = 1 ; 



X 

ajoutant et retranchant, il vient 

2 r^ s'm ax cosbx , 2 f*^ s'mbx cosax , 

*" -J. — ï — ''"=■• ^J. — ; — ''"="' 

d'où il suit que l'intégrale 

'^ sin ax cosbx 






dx 



est égale à i ou à zéro, suivant que a est "^b ou <^b; ]a même 
intégrale se réduit à - dans le cas de ^ = a, à cause de la for- 
mule (2). Cette propriété de l'intégrale que nous considérons 
a été utilisée d'une manière remarquable par Lejeune-Dirichlet 
pour la réduction des intégrales multiples. 

3o. Pour montrer une application des formules (3), repre- 



ET LE CALCUL L\TEGRAL. 20I 

nons la deuxième des équations (i), mulliplions ses deux 

, cos bclb . , . , . 

membres par — - — et mlegrons ensuite de b = o a 6=03, 

il viendra, en intervertissant l'ordre des intégrations, 

r^ _ , p"^ s\nbsccosb _ r=^ cosbdb 
Jo " 1 b Jo "^^"^^'^ 

. ,,. , , r*sin6^cos6 „ , , , , 

mais 1 intégrale / -, db est égale a zéro si x est 

<^ 1 , et égale a - si .r est > i ; on a donc 

La différentielle e"ulx a pour intégrale indéfinie ~- , 

a 

et le premier membre de la formule précédente se réduit en 

. r: e-" 

conséquence a : on a donc 

1 a 



£ 



* (7 cos bc/b T. 

^= — e~" 

a--t- 6- 2 ' 



ou, en mettant ax au lieu de b. 



, , , f'^ cos ax dx 

(4) / ■ „.. =rg 



- — - d-" 

I -t- X' 



mais il faut bien remarquer que cette formule ne subsiste que 
pour les valeurs positives de a. 

Sur l'intégration des différentielles contenant plusieurs 
variables. 

36. Le procédé suivant, dû à Cauchy, est préférable à celui 
que Lacroix a fait connaître; il conduit d'ailleurs à une consé- 
quence importante dont nous ferons usage plus loin. 

Supposons qu'il s'agisse d'intégrer la différentielle 

Vdx -+- Qdy, 

I-ACROix, Cale, diff., II. l^ 
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OÙ P et Q désignent des fonctions données des variables in- 
dépendantes X, y. La question proposée n'est possible que si 

1 on a -r- =-i— ; nous supposerons donc cette condition sa- 
ay dx 

tisfaite; on verra tout à l'heure qu'elle est suffisante. S'il 
existe une fonction u ayant pour différentielle ^dx -\- Qdy, cl 
que G soit une constante, la fonction « -h C aura aussi cette 
même différentielle, et en outre toute fonction ayant Pdx-+-Qdf 
pour différentielle sera nécessairement de la forme u h- C. On 
peut déterminer la constante C par la condition que l'inté- 
grale H -h C s'annule quand on fait à la fois x = Xo, }' = y^', 
désignant donc par iit, ce que devient u dans cette liypotiièse, 
on aura V intégrale définie u — Mo. 
Cela posé, soient 

v=o{x,r), Q = ^{x,r), 

et cherchons à déterminer, s'il est possible, une fonction n 
ayant pour différentielle Vdx-hQdy ei s'annulant pour^=jCo, 
>• = jo. La fonction u, considérée comme fonction de la seule 
variable x, a pour différentielle (o{x, f)dx, et l'on a en consé» 
quence 



u=j o{x,y)dx-^Y, 



Y étant une fonction inconnue de y qui doit s'annuler pour 
y = y„. Si l'on différentie la formule précédente par rapport à j)--, 
et que l'on ait égard aux égalités 

du do{x, y) d^\>{x, y) 

dj^=^^^'^" —dj^ = —d^' 

on trouvera 

d-l{^^r) , . àY 



•h {X, r) = / ■ ' ' (Ix ^ 



dr 



ou, en effectuant l'intégration dans le second membre, 

rî;(jr,j-) = -^(^,;') — •:(^„,j}4-— - ou —=-^(x,,r]. 

Cl > uy 
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înlégrant celle oernière équation de manière que Y s'annule 
pour j=r )•„, on a 






et, par conséquent, 



II— '?{^,r) dx-\- j -l [xo. y ]cly 

La fonction u déterminée par cette équation satisfait aux con- 
ditions du problème et l'on voit que celui-ci est toujours pos- 

sible SI 1 on a ^ . = ^V '•' ' . 
dy dx 

37. Dans la solution précédente, on a commencé l'intégration 

par rapport à x, mais on aurait pu commencer par intégrer 

relativement à j, et il est évident que l'on aurait obtenu par 

cette voie 

«= / •^[3c,y)dy+ \ <if[x, y,)dx. 

Les deux valeurs de u que nous trouvons ainsi sont égales, 
car elles ont même différentielle et elles s'annulent l'une et 
l'autre quand on fait:r = Xo et y=zy\. On a donc identique- 
ment 

r*-c ^y pc ny 

\ ç(x.r)f/^-h ^(''-<..^-]'//= / o{x,y,)dx'^ \ y[x,y)dy, 

J^\ Jj, ^^, •^^c 

et si l'on donne à :«; et j les valeurs déterminées, mais arbi- 
traires X et Y, comprises comme x^ et y\ entre les limites en 
dehors desquelles 'j (a:, >■) Q\,-h[x,y) cessent d'être continues, 
on aura 

•(I) r [o[x,Y)-o{x,y,)]dx= f [■l[\,y)—h{^o,y)\dy 

cette formule très-générale a lieu pour deux fondions quel- 
conques ^{x,y) et -^[x,)^) satisfaisant à la condition 

dii^{x,y) _ 5^(-^j) 
dy dx 

.4. 
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38. La méthode précédente est applicable quel que soit le 
nombre des variables indépendantes. Considérons, par exem- 
ple, l'expression 

ç( X, r, z)cIj: -i--li{ x,r, z)cIr-^^{ x, y, z )dz, 

telle que l'on ait identiquement 

do[x,r,z)__(hb{x,r,z) clo[x,r,z) __ dzn{x,y\z) d-^{x ,y%z) _ drs{x ,y%z] 
dr dx dz dx dz dy 

cherchons à déterminer une fonction u ayant pour différen- 
tielle l'expression proposée et se réduisant à zéro quand on 

fait X = Xa, J' = ,)'o) -2 -~ -^o. 

Si l'on considère u comme fonction de ^ et j seulement, sa 
différentielle sera 

o[x,y,z]dx -\--h{x,y, z)dy; 
on aura donc, par ce qui précède, 

f<= / ^[x,y,z)dx-ir j ■\>{xo,y,z)dy+Z, 

Z désignant une fonction de z seule qui se réduit à zéro pour 
z = z,. Si l'on différentie l'équation précédente par rapport à 
z et que l'on ail égard aux conditions écrites plus haut, on 
aura 

r^ da(x, r, z) j , r^ du{x,,r, z) , dz 

ou 

Tô[x,y,z) = [x3{x,y,z)—z;{x„y,z)] + [u{xo,y,z]-zj{x„yo,z'j]-h-^^ 
d'où 

Jrr n z 

-7-= ci(^o,^"o,-s) et Z:^ / zi{Xi,y<i,z\dz\ 
dz Jz^ 

on a donc 

' <f{x,y,z)dx -^ j •^{xo,y,z)dy-{- I Tn{xo,yo,z)dz, 

et l'on aperçoit bien aisément quelle serait la formule propre 
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au cas de quatre ou d'un plus grand nombre de variables indé- 
pendantes. 

Sur les fonctions de variables imaginaires. 

39. Soil une variable imaginaire z ^= x -»- j s/— i, ^ et r 
désignant des quantités réelles. Si l'on exécute sur la variable 
z et sur des constantes réelles ou imaginaires, quelques-unes 
des opérations de l'algèbre, savoir l'addition , la multiplica- 
tion, la division, l'élévation à des puissances entières et l'ex- 
traction des racines d'indices entiers, on obtiendra une fonc- 
tion algébrique F {z) de la variable z, réductible à la forme 

? {^,x) + ^ — ' ^(-^j j)> où ^ et ^ désignent des fonctions 
réelles de x, r et de constantes réelles. Si parmi les opéra- 
lions algébriques qu'on a exécutées sur z, il n'y a point d'ex- 
tractions de racines, la fonction F (s) est rationnelle et sa va- 
leur est bien déterminée. Dans le cas contraire, l'expression 
de F (s) renferme des radicaux, elle est en conséquence sus- 
ceptible de plusieurs valeurs, et il devient indispensable de 
définir avec précision la fonction que l'on veut représenter 
par le symbole F (s). Considi'Tons par exemple l'expression z"" 

dans laquelle m désigne une fraction commensurable -; cette 

q 

expression prendra, pour chaque valeur de z, q valeurs dis- 
tinctes. Si l'on pose 

z = jc -hjV — ' =P (cos w-f- v^ — I sin w), 

le module p sera complètement déterminé, quand x et j se- 
ront donnés, et la même chose aura lieu à l'égard de w, si cet 
angle compris entre les limites — tt et -f- tt peut approcher au- 
tant que l'on voudra de la limite inférieure sans jamais l'attein- 
dre. Cette restriction est nécessaire, car, en la négligeant, on 
aurait pour r = o les deux valeurs w = — tt et w = + 7t. Cela 
posé, toutes les diverses valeurs de l'expression z'" seront 
données par la formule 

z'" = o"' [cosm(w-h2/< 7t) + y/ — I s\nin {'ji -+- 7. k Tz^ 

= p'" (cos m W-+- v'— I sin m w)(cos2/n/i 7r + \/ — i sin 2 mJnvjj 
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en désignant par /< un entier qui peut recevoir les q valeurs 
o, I, 2,...(^—i). L'expression 2"" peut donc donner naissance 
à q fonctions distinctes qui ne diffèrent entre elles que par un 
facteur constant, et en posant 

z"'=o"' (cosm w+ s/— I sinmc ), 

on aura la plus simple des fonctions bien déterminées, suscep- 
tibles d'être représentées par le même symbole z'". 

Nous ne pourrions ici, sans sortir des limites que comporte 
celte Note, entrer dans plus de détails au sujet de l'importante 
question que nous venons d'effleurer; on pourra consulter à 
cet égard les travaux de Cauchy sur celte matière, et un beau 
Mémoire de M. Puiseux inséré dans le tome XV du Journal ch^ 
31. Liouville. 

Après les fonctions algébriques viennent les fonctions trans- 
cendantes ; chacune decelies qu'on veutintroduire en analyse 
doit être définie avec précision. Considérons la série 

C/u -!- rt, 2 -1- Cl; "■■ -r . . . + a„ z" -i- . . . , 
ordonnée par rapport aux puissances de 2 ; si l'on pose 

z = p (cos o> -T- V — i sin oi ), a,, = «„ ( ces o,, 4- \ — i sin o„) ^ 
et que les deux séries 

aoCOSÇo + =«1 p COS(w -i- ç>i)-T- «ï f' C0S(2&i -f- (f^) -^ • . ., 
sfo sin epo H- a, p sin ( w 4- ç, ) + a.2 f sin ( 2 03 + (p^) -i- . . ., 

soient convergentes pour certaines valeurs de p et de w, la série 
en z sera convergente entre les mêmes limites et la somme 
F(2)vers laquelle elle converge pourra être considérée comme 
une fonction de 2; la fonction dont il s'agit est alors définie par 
la formule 

F ( i; ) = «0 + «I 2 + «2 5= -t- . . . ; 

c'est de cette manière que nous avons procédé plus haut pour 
définir les fonctions e% cos z, sin z. 

Enfin, en exécutant les opérations de l'algèbre sur des fonc- 
tions déjà définies, on en obtiendra dp nouvelles; telles sontles 
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fondions lang; z, coiz, sec z,cosqcz, dont nous nous sommes 
occupé au n° 15. 

Quant aux fonctions inverses log«, arc sin i;, ... , elles se 
trouvent exprimées par des symboles à valeurs multiples, et 
on doit leur appliquer la remarque que nous avons faite à l'oc- 
casion des fonctionsalgébriques non rationnelles. Par exemple, 
les diverses valeurs de log z sont données par la formule 

log r = log p + ( M -1- 2 /,• r ) V^^, 

OÙ l'on peut toujours supposer m compris entre — tt et -+- xr, et 
en posant 

logr =: Iogp + w s/— I, 

on aura la plus simple des fonctions bien déterminées suscep- 
tibles d'être représentées par la notation log z. 

Les fonctions algébriques non rationnelles et les fonctions 
log z, arc sin z,. ,., appartiennent à la classe des fonctions im- 
plicites u déterminées par une équation telle que 

F(«,z)-o, 

dont le premier membre est une fonction bien déterminée des 
deux variables z et m et irréductible à la forme u — f{z),f{z) 
étant une fonction bien déterminée. Cette équation peut ad- 
mettre, pour chaque valeur de z, un nombre fini ou infini de 
racines u, qui varient avec z; mais pour pouvoir considérer 
l'une de ces racines ii en particulier comme une fonction de z, 
il est nécessaire de la distinguer avec soin des autres racines 
dont quelques-unes peuvent devenir égales à celles que l'on 
veut étudier, pour certaines valeurs particulières de z. 

iO. La définition de la continuité donnée au n° 1 est appli- 
cable aux fonctions d'une variable imaginaire. Ainsi : 

Une fonction bien définie f[z) de la variable z = x-\~y^\J — i 
est dite continue pour les valeurs dez dont les parties réelles 
sont comprises entre x» et X, et les coefficients de y — i entre 
y„ et Y, lorsque, pour chacune de ces valeurs de z, le module 
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OU la valeur numérique de la différence 

Xf[z) = f{z-^i-)-f[z) 

décroît indéfiniment en même temps que le module de ii. z 
c'est-à-dire devient infiniment petit avec A z. 

On voit par celle définition que les fonctions entières sont 
continues pour toutes les valeurs de z; la fonction e* est 
également continue pour toutes les valeurs de z, car on a 
n° 15) 

--^A r I \- \ (SZ \Z'' 

V I '-s 

et il est évident que le facteur entre parenthèses devient infi- 
niment petit avec Az ; la même chose a lieu à l'égard des fonc- 
tions cos z et sin 2, qui ne sont autre chose que des sommes 
d'exponentielles. 

Les fonctions rationnelles non entières, et les fonctions 
tang z, cot Z, séc z, coséc z, ne deviennent discontinues qu'en 
passant par l'infini. 

Mais il n'en est pas de même à l'égard des fonctions irration- 
nelles, et comme la continuité joue le rôle principal dans le 
développement des fonctions en séries, il est nécessaire de bien 
fixer les idées à cet égard en étudiant complètement un cas 
très-simple. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, la variable 

z=zx-{-fsj~i=--^ (cos w-f- V— ' sin w j 
peut prendre toutes les valeurs possibles en se bornant à don- 
ner à p les valeurs comprises entre o etoo , et à w les valeurs 
comprises entre — - et +7r. Diaprés cela, une fonction conti- 
nue de z doit varier par degrés insensibles avec p et w, et en 
outre, si 6 désigne un angle réel infiniment petit, la différence 
des valeurs que prend la fonction pour 

- =p[cos( — 77 -f-£j4- Y/^^sin(— TT-^-g)] 
et 

Z = p[c0S(- — t)-T- \J— 1 Sinfrr — £)] 

doit être infiniment petite, puisque la différence de ces valeurs 
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de z, savoir 20 y/ — i sin z est elle-même infiniment petite; il 
est évident que réciproquement ces deux conditions assurent 
la continuité. On voit sans peine que la seconde condition peut 
être exprimée en disant que la fonction considérée prend des 
valeurs égales pour w=— retw = +7r. 
Cela posé, considérons l'expression 

où m désigne une fractic n commensurable dont le dénomina- 
teur est supérieur à i ; ^ i l'on fait 

2 = p (cos w 4- v' — I sinw), \-\r z-z= r(cos-.î^ -i- v'— ' sin •}), 

■^ étant assujetti, de môme que oj, à rester entre les limites 
— 71- et -i- TT sans jamais atteindre la limite inférieure, on aura 

/• cos t{< = I 4- p cos 0), /' sin -h -^^ sin w, 
d'où 

/ . I -<- cos M . . p sin t,. 

r= V'i + apcos w -i-p% cos^!' ^=-- '■ » sm-^ ^= > 

jqualions qui déterminent complètement le module r et l'ar- 
gument r!>. D'après cela, les valeurs de l'expression (1 + 3)"" 
seront 

/"■ (cos m-h -h y/ — I sinm-i) (cos 2 mhr. -(- \/ — i sin 2 w/i t), 

h étant un entier. On peut prendre pour définir la fonction 
que nous voulons considérer, l'équation 

{ I -}- ; )"■ — r'" (cos m -h -h y/ — i sin m -^ ), 

et je dis que cette fonction sera continue tant que le module 
de z sera inférieur à i, tandis que si ce module prend des va- 
leurs supérieures à 1, la fonction pourra devenir et deviendra 
effectivement discontinue. 

En effet, les formules précédentes montrent que r, cosi}*, 
sin^!>, et par suite ^, varient par degrés insensibles si p et w 
varient elles-mêmes par degrés insensibles, etcela quelles que 
soient les valeurs que l'on attribue à p; mais si p est inférieur 
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à I, on voit que cos-'j est toujours positif, d'où il suit que-^* 
reste compris entre — - et -i — ■> et comme on a sin "^ = o pour 

' 2 2 

w =dz7r, l'angle •} s'annule pour m=^ — tt et pour w = + 7:. On 
voit par là que la fonction (i -+-z )'" varie par degrés insensibles 
avec p et w; elle a d'ailleurs la même valeur, p restant le même, 
pour &) = — r et pour &j= -f-Tr, donc elle est fonction continue 
de z. 

Supposons maintenant que z prenne des valeurs dont le 
module soit supérieur à i. Si l'on donne à w les valeurs — (tt — s) 
et +(7: — £),s étant un infiniment petit, puis que l'on fasse 
tendre e vers zéro, dans l'un et l'autre cas cos^]^ tendra vers 
la limite — i, et sin-i> vers la limite zéro; mais dans le premier 
cas sin-A atteint sa limite en passant par des valeurs négatives, 
tandis que dans le second cas le sinus est positif avant d'arri- 
ver à sa limite; il s'ensuit évidemment que l'on a -i^i: — ?: 
pour w = — 77 et ij/ = -r TT pour w=:-f-7r. Par conséquent la 
fonction ( 1 + 2 )"" prend pour w ^ — t: et pour r,>= -i-- deux 
valeurs dont la différence est 2 r"" sin nn: v' — i ; cette différence 
ne se réduit à zéro que si m est un nombre entier, donc dans 
tout autre cas la fonction est discontinue. 

Les mêmes considérations font voir que la fonction log(i-i-z) 
reste fonction continue pour toutes les valeurs de z dont le 
module est inférieur à i, mais qu'elle devient discontinue lors- 
que z prend des valeurs dont le module surpasse l'unité. 

41. La définition des dérivées relative au cas d'une variable 
réelle est applicable si la variable devient imaginaire; on aura 
donc, par définition, 



= lim 



Az 

f\ X -\-r\l— 1 -1-A^ + Ar\l — — ^/f-^ + .rv'— i) 

Ajl: -\- Ay sj — I 



lorsque Az = A^-i- AjV — i xenà vers zéro, ce qui exige que 
ù^x et Ay tendent simultanément vers zéro. 

On dit qu'une variable est fonction de plusieurs autres, lors- 
qu'elle prend une valeur déterminée quand on attribue à celles- 
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ci des valeurs déterminées. Parlant de cette définition, Cauchy 

a considéré toute fonction ^{x,y) des deux variables réelles 

X et r comme une fonction de x -!- j y/— i ou de z. La déri- 

, flcf{x,r) 

vee -, — -^i savoir 

az 

j — iim ~ » 

ClZ \ X -\- Aj-\/ 1 

est alors généralement indéterminée et sa valeur dépend de la 

cly A ) ' 

limite -r- vers laquelle converge le rapport -—- quand ^x et 

ày tendent vers zéro. A ce point de vue, il y a lieu de distin- 
guer les fonctions en deux classes, suivant qu'elles ont une 
dérivée unique ou une infinité de dérivées; nous nous bor- 
nons à indiquer cette conception, dont nous ne chercherons à 
tirer aucune conséquence. 

Les règles de la différeniiation des fonctions algébriques 
n'ont à subir aucune modification, lorsque la variable devient 
imaginaire; il s'ensuit que ces fonctions ont des dérivées dé- 
terminées. La même chose a lieu à l'égard des fonctions ex- 
ponentielles, logarithmiques ou circulaires, car les règles rela- 
tives à ces fonctions reposent uniquement sur ce fait, que les 

f-'' Y sin A 

expressions — -. — > — -, — tendent vers l'unité quand h tend 

vers zéro, et cela résulte immédiatement des définitions des 
fonctions e* et sinz pour une variable imaginaire z. On voit 
donc que toutes les fonctions composées avec les fonctions 
élémentaires de l'analyse auront une dérivée unique détermi- 
née, et dans ce qui va suivre nous ne considérerons que de 
telles fonctions. 

42. Soit f{z) une fonction de la variable z ^x-+-f\/ — i, con- 
tinue entre certaines limites et ayant pour dérivée/' (2 ); f[z) 
peut être considérée comme une fonction de x et de j, et l'on 
aura 

f//(-^ _,:., ^/'(--) _,:.. ^fi') ,:., ^- __^..-N^^^ 



, = lim • = lim ' ■■ lim — z= f (z) , 
ax AA- ^z àx '' cl. 



X 



df{z) .. Af{-) .. \f{z) AZ .,. riz 

•' ' ' = hm -^^ — - := hm ' Jmi — = f'lz) 



(/}• à}' A Z Ar dj- 
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d'ailleurs 

dz dz I 

d^ = '' ^'=^-" 



donc on a 



df{z) I dfiz) 

-^, — -f- V— I • ■ = o. 
ax dy 



Si l'on remplacer: par x-^y \l — i dans/(s), et que l'on fasse 

<f e\ -if désignant des fonctions réelles, l'équation précédente 
devient 

do d-^\ ( d^ do I \ 

et elle se décompose en deux autres, savoir 

do d'^ dii ^9 

dx dj' dx df 

qui indiquent que les expressions 

<i^{x,y)df-^-h{x,y')dx et ''^[x,f)dx — -li{x,r)dy 

sont des différentielles exactes. Mais si l'on fait la somme de 
ces expressions après avoir multiplié la première par y — ' > on 
trouve 

[o{x,x) + /^ ^ ( -^,r)] {dx + df s/^) =/( z ) dz, 

d'où il suit que f{z)dz est la différentielle exacte d'une fonc- 
tion des deux variables^ etj; en d'autres termes, la différen- 
tielle/(2) f/s admet une intégrale lorsque z est imaginaire, 
comme lorsque z est réelle. 

43. Supposons que la fonction f[z) reste continue pour 
toutes les valeurs de z dont le module p est compris entre o 
et une limite R. Remplaçons z par o (cos w h- y' — i sin w) ou 
p e'-'"'-' dans l'expression /( 3 ) dz, on aura 

f[z)dz =/(p e-^'^^ ) e"'"^^ do -\- y/^/(p e'^'^~) p e'^'^^d'o, 

:=z ^ [p, bi'j d p -h ■!^ [p, m) d co. 
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Celle expression élanl une différentielle exacte, on aura par 
la formule (i)du n" 37 

%.'o J — TT 

mais comme la fonction fyz) est supposée continue pour loul 
module de z inférieur à R, on a <p (p, + tt) = ^(p, — t.) et le 
premier membre de la formule précédente se réduit à zéro. En 
outre, J/(o,w) est nul, puisque la fonction ^ contient p en 
facteur; on a donc simplement 

/ ,;/(R,o>)£/.. = 0, ou / Re'-^'=^/(Re"'^)(/« = o, 

OU encore 

Z/(Z)f/o. =0, 

la va'eur de Z étant 

( 2 ) Z = R e'^''~\ 

et cette formule (i) suppose seulement, nous le répétons, que 
la fonction jf( z ) reste continue pour les valeurs de z dont le 
module est inférieur à R, la continuité élanl entendue comme 
nous l'avons expliqué plus haut. 

Désignons maintenant par F (z) une fonction qui reste con- 
tinue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur 
à R, et par x une constante réelle ou imaginaire dont le mo- 
dule soit lui-même compris entre o et R, la fonction 

(3) /(~^)==^^^T^^ 

restera continue, comme F(z), pour toutes les valeurs de z 

dont le module est inférieur à R; il ne saurait effectivement 

se présenter de discontinuité qu'au moment où z atteint la va- 

Y{x-\-h) Ff^) 

leuror; la fonction/(z) prend alors la valeur lim -, 

ou F'(;r), quantité qui est nécessairement finie, d'après notre 
hypothèse, comme on va le voir tout à l'heure. En appli- 
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quant la formule (i) à la fonction f{z) définie par l'équa- 
tion (3), il vient 

_ ^4^[F(Z)-F(^)Jf/«=^-o, 
ou 



r 



Mais 


on 


a 




(5) 




Z 




Z 


— 


.r 


d'où 









X x^ 



z Z= Z^-' V'- Z 

f--" Z , C""" 1 ■'' C^"" -'■ 

-I / c doH / ,7 



— I 



comme le module de x est inférieur à R, il est évident que iC 
dernier terme du second membre tend vers zéro, quand ^ 
augmente indéfiniment; en outre, le premier terme est égal 
à 2 7r et tous les suivants sont nuls; il résulte de là que le pre- 
mier membre de l'équation ( 4 ) se réduit à 2 w F ( ^ ), el l'on a 
en conséquence 

(6) r^,.y=^.£J^^v(z)d.. 

Pour établir cette formule, nous avons admis que F' (^) ne 
pouvait être infinie pour une valeur de x dont le module est 
inférieur à R; nous allons actuellement le démontrer. Suppo- 
sons que V {x) puisse être infinie pour diverses valeurs de x 
dont les modules soient compris entre o et R et soit ae'-^^-' 
celle de ces valeurs qui a le plus grand module. La for- 
mule (6) subsistera sans difficulté pour les valeurs de x don 
les modules sont compris entre a et R, et en la différen- 
tiant, on aura encore 

(7) F'(x)=jL£^-__L_F(Z)rf.. 

Donnons à x dans celle formule l'argument a et faisons tendre 
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lo module de celle variable vers la limile a ; le second 
membre restera évidemment fini et tendra vers une limite 
déterminée; par conséquent, le premier membre, qui est 
toujours égal au second, tendra vers la même limite et ne 
pourra devenir infini, comme on l'a supposé. 

Il résulte de là que la formule (6) exige seulement que le 
module de x soit inférieur au module II. 

Forninle de Maclaurin. 

hk. Cauchy a tiré de la formule (6) le beau théorème suivant: 
La fonction Y [x) sera dé^'eloppable en série convergente 
ordonnée siiii'cint les puissances ascendantes de x, si le mo- 
dule de la variable réelle ou imaginaire x conserve une va- 
leur inférieure à celle pour laquelle la fonction Y {x) cesse 
d'être continue. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de remplacer dans la 

Z 

formule (6) du numéro précédent ^ par sa valeur tirée de 

la formule ( 5 ), il vient alors 



Y{x)=— FiZ)do^-hx — / 



f<^',/. 



Z 

Le terme complémentaire tend vers zéro quand |x augmente 
indéfiniment, car ce terme est égal à 

— — p" Z p _^.,V=:7 ^^^ 

2 TT I{/^ J_ Z — X^' ' 

/ x\u. 

le facteur l^y tend vers zéro et l'intégrale que multiplie ce 
facteur conserve une valeur finie. On a donc 

La formule (2) démontre le théorème énoncé, la formule ( i ) 
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donne en outre l'expression du reste quand on s'arrête à un 
terme quelconque. 

Cela posé, si l'on différenlie « fois l'équation (6) du numéro 
précédent par rapport à x, on obtient 

'3)^^^^^^=F"(.r)=ri.2...n — / " " -_A— _ F (Zj c/«; 
dx" ^ ' 2 7:J_^ (Z — .r)"+' ^ ' 

en faisant ^ = odans cette formule, ainsi que dans la for- 
mule (6) du n''43, il vient 

(4) I' o -- — I< Z r/w, ^—!- = — -—liUy 

2 77 J_ _ I . 2 . . . /i ■i^J-.- Z" 

et, au moyen de ces équations, la formule (2) devient 

(5) F(^)^ F(o) ~ ^ F'(o) -4- ^ F"(o)-;-. . ., 

ce qui n'est autre chose que la formule de Maclaurin. 

Corollaire. La dérivée d'un ordre quelconque de la fonc- 
tion F (x) est développable en série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de x, tant que cette fonction 
est elle-même développable de cette manière. 

Effectivement, si l'on diffcrentie n fois par rapport à ^ la 
formule 

z — x ~ ^ ^ ï ^ V '^ ' "^ Y^-^ " ' ' 

on aura 

Z"+' n -[- \ X ( /i -+- 1 ) ( 7i -f- 2 ) ^' 



(Z — 07)"+' ' I Z 1.2 Z' 

formule dont le second membre est encore une série conver- 
gente et qui n'est au surplus que la formule du binôme pour 
le cas d'un exposant entier et négatif. Si l'on multiplie les 

F(Z) , , . . . , 

deux membres par - ' _ ■ tf w et qu on mtegre ensuite de 

oi = — 77 à w = -1-77, on aura, par la formule ( 3], 

^ ' 277 J _j Z" ' • I 277 J__ Z"-' 
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OU, à cause des formules (4), 

F" ( X ) = F" ( G ) ^- - F''+' (0)4--— F"+' (0) + 

Remarque. Dans la dénionstralion de ce corollaire, nousavons 
fait usage du théorème suivant : Si Uo, m,, «2,..., sont des 
fonctions d'une variable réelle w et que pour les valeurs de w 
comprises entre «„ et w,, la série ^/„ -i- «, -i- u. -\- . ■ • converge 

Je <^o f «■^ 

Uodoi-h j UidiôA-... 

' H doi. Le cas où les termes 

'"0 
de la série sont imaginaires se ramène immédiatement au 
cas où ces termes sont réels; il suffit, en effet, de con- 
sidérer à part les parties réelles et les parties imaginaires. 
Cela posé, soit R„ le reste de la série Uo-\- Ui-i-. .. dont tous 
les termes sont réels, on aura « = «„ -i-Mi-1--- ■ -f-'^n-i-i-Hnet 

ud(ù= I «u (/o> -;-... -j- / u„^,doi-~ l l\„d(,i. Soit 

R'„ la plus grande des valeurs absolues que prend R„ quand w 

' ]{„ d(ji sera moindre 
'''0 
que R'„ («.3. — w,), quantité qui s'annule pour« =-; donc 

R„(/w tend vers zéro quand «augmente indéfiniment. 



/ 



ko. Les fonciions(i +:;)'" et log (i -M;j définiescommenous 
l'avons fait plus haut, étant continues pour les valeurs de - 
dont le module est inférieur à i, on aura pour ces valeurs 



, , m 

(i -^z)'"= I -^ — z 



log(.+.-) = ^-^ + -...; 



nous avons démontré précédemment cette dernière formule 
en faisant usage de considérations particulières à la fonction 

l0g(l+2}. 

Les fonctions e% cos z, sin z, restent continues pour toutes 

Lacroix, Cale, diff., II. j/r 
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les valeurs de z, donc elles sont toujours développables en sé- 
ries convergentes ; mais il faut remarquer que ces développe- 
ments en séries sont, pour nous, l'expression même de la défi- 
nition des fonctions dont nous parlons ; il n'y a donc au- 
cune conséquence à tirer relativement à celles-ci. Il y aurait 
lieu à un théorème concernant la fonction e-, par exemple, si 
l'on prenaitpour définition de e- l'équation 

^î__^x+7v'^ _. e^cosj + V — I e-'sin r- 

Les fonctions ■> - col - ne cessent d'être continues 

e' — I 2 2 

qu'en devenant infinies, la première pour des valeurs de z mul- 
tiples de ii:\J — I, la seconde pour des valeurs de z multiples 
de 277; donc ces fonctions sont développables en séries conver- 
gentes pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z dont 
le module est inférieur à 271. 
p i 

Les fonctions:;'^, log z,e^ sont discontinues pour une valeur 
nulle du module ; et elles ne sont développables en séries or- 
données suivant les puissances entières et ascendantes de 2, 
pour aucune valeur de cette variable. 

Formule de Lagrange, 

46. Soient a; une constante réelle donnée, t une variable 
réelle ou imaginaire, et considérons l'équation 

dans laquelle z désigne une inconnue et/(s) une fonction con- 
tinue de z indépendante de x et de t. Cette équation aura un 
nombre limité ou illimité de racines z suivant que la fonction 
f{z) sera algébrique ou transcendante; pour t--=o, l'une de 
ces racines se réduira à ^ et les autres deviendront infinies. 
Pour que l'équation (i)ait deux racines égales, il faut qu'elle 
soit vérifiée en même temps que sa dérivée prise par rapport 
à :;, savoir 

(2) ^ = tf'{z), 
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et en éliminant f entre les équations (i) et (2), on aura 

(3) .-^_H-^^- 

Les racines de celte équation (3 ) sont indépendantes de t ; 

désignons-les par a.e^'V — ' , a-^e^'V -' ,. . . et portons-les suc- 
cessivement dans l'équation (2), on aura 



t = 



formules qui font connaître les valeurs qu'il faut attribuera t, 
pour que deux des racines de l'équation (i) soient égales entre 
elles. Désignons par R le module de celle de ces valeurs qui a 
le plus petit module, il est évident que l'équation (i) n'aura 
point de racines égales tant que le module de la variable t res- 
tera inférieur à R, et par conséquent les racines de cette 
équation ne pourront vérifier l'équation (2). 

Cela posé, je dis que si le module de t reste compris entre 
oel R, les racines de l'équation (i) varieront par degrés insen- 
sibles avec t. En effet, donnons à t une valeur ta dont le mo- 
dule soit plus grand que zéro et plus petit que R, et désignons 

par Zo l'une des racines de l'équation (1), on aura /„ =.- -7^-7^ 

et si, en prenant pour az^ une quantité infiniment petite, on 

2 I A 2 ■7? 

détermine A ^0 par l'équation /„+ A /„ ^= -^^^ °- — ? il est 

clair que l'équation (i) aura pour racine Zo-h^Zo lorsqu'on 
donnera à / la valeur ^0 -+- A /„. La différence de nos deux valeurs 
de t est 

st — ^o+^^o — ^ _ Zo — ^ _ T — t[f{zo-^^z„)—fiZo)] ^^ 

"-f{z,-^AZ.) f{z.)~ f{Z.-^^Z.) 

et comme la fonction /(z) est supposée continue, la formule de 
Maclaurin lui est applicable ; on a donc, en négligeant les infini- 
ment petits du deuxième ordre, 

A/.= i^=^^£^^AZ„, d'où A,,==_-Ç^]— -A^ 

i5. 
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ledénominaleur i — tof'{Zo) ne pouvant être nul, on voit que 
si la valeur /.produit une racine Zo, la valeur to-{-^to produira 
une racine ^o + -^ -«, dont la différence à z^ deviendra infininfienl 
petite avec a/„. 

Mais toutes les racines de l'équation (i) deviennent infinies 
pour / = o, à l'exception d'une seule qui se réduità x ; celle-ci 
peutctreconsidérée, d'après ce qui précède, commeune fonc- 
tion continue de t pour toutes les valeurs de cette variable 
dont le module est inférieur à R, et, pour ces valeurs, elle est 
développable en série convergente, parla formule de Mac- 
laurin. 

47. Désignant donc par z la fonction qui vient d'être définie, 
on aura 

t fdz\ r i(/-z\ r l'd^z 



(dz\ . , , (f^ 

Zo, ( -7 ■ • • • exprimant les valeurs que prennent z , -j- > • • 

pour /=o.Et, si F (2) désigne une fonction continue de z, 
indépendante de tel de x, on aura plus généralement 

11 nous reste à calculer les coefficients de ce développement. 
Pour cela, considérons ici le paramètre x comme une va- 
riable. Si l'on différentie l'équation (i) d'abord par rapporta /, 
puis par rapport à x, il vient 



(6) b-tf'{z-i\'^=f{z), [ — //'(.)]^ 
d'où Ton tire 

^'^ dt J^~' dx 

D'après cela, la différentielle totale dz de z, sera 
, dz , dz , dz j r-, xdz 



— I, 
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et si l'on multiplie les deux membres par une fonction arbi- 
traire cp {z) de z, il viendra 

o {z)dz = 'f{z)^j^dx-+-f{z);{z)^-^dt; 

le premier membre de cette équation étant une différentielle 
exacte, la même chose a lieu à l'égard du second membre, et 
l'on a, en conséquence, 



(8) 



dt dx 



celte formule (8) nous montre que si l'on a à prendre la dé- 
rivée par rapport à / d'une expression de la forme tf [z) -j--> 

il suffira de multiplier cette expression par/ (s) et de prendre 
la dérivée du produit par rapport à x. Différentions cette équa- 
tion (8) n — 2 fois par rapport à t, on pourra dans le second 
membre intervertir l'ordre des différentiations relatives à / et x, 
et l'on aura 

dt"-' dx df'-- '* 

mais, danslesecondmembre, chaque différentiation relative à t 
peut être remplacée par une différentiation relativeà^, pourvu 
qu'on introduise d'abord un facteur /(:;) ; on aura donc 

dt"-' dx"-' ' 

et si l'on fait 

^iz)=fiz)¥'{z), 

d'où, à cause de l'équation (7), 

'^^■'^d^-^ '''^dt''--dr' 
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il viendra 



(9) 






/"- \{fz)"V'{z 



n .dz 



dx 



dx"~ 



Faisons maintenant / = o, on aura, par l'équation (i), 

Za=-X, F(Zo) = F(x), 

puis, par les équations (6), 



d'où 



V/F(r; 
dt 



F'(-)l^J =/(^)F'(a::., 



dt 



enfin l'équation (9) donne 
d" F {: 



dv 



d-'i/xyT jx) 
dx"-' 



en sorte que la formule ( 5 ) devient 

d"-'[f{x)]"¥'{x) 



i .1. . . ji dx""' 

c'est la formule connue sous le nom de formule de Lagrange. 
Si la fonction F (z) se réduit à z, on a 



{\\)z — x-b -f{x) -\ -—•' 



f d"-' ifx)" 



1.1. ..n dx"' 



i8. Proposons-nous, par exemple, de trouver la fonction 
continue z, définie par l'équation 

z = X -Y- tz'", 

m étant un nombre entier positif. L'équation (3) se réduit 

ici à 

:; ,, , mx 

z '— X -\ 5 d ou z = 1 

m m — I 
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l'équation (2) donne ensuite 

(ni — i)"-' 



t 



m"'x"'' 



et nous devons nous borner à donner à t des valeurs dont le 
module soit inférieur à la valeur numérique de 

f /« — I V"-' 



R: 



in"'x"'~' 
la valeur de z donnée par la formule (11) devient alors : 

1.2 1.2.6 

nm { fini — i ) . . . ( nm — ?i-\- 7.) 
1 . 2 ... « 

Le terme général de celte série a pour valeur 

iim { nm — i ) . . . ( nm — /i + 2 ) 

u„ = î^ ^ x"'"-"-^- i" , 

I . 2 . . . /i 

et l'on en déduit 



Un «-H-I {nm — «H- 2). . .( M/?« — a-\-m) 

la limite de ce rapport pour ?i = co est égale à 

m'" , ' , t 

-x"'-'t, ou a±-, 



X'"-' t ; 



[ni — i )"'-' ' — R ■ 

et l'on reconnaît ainsi parles règles ordinaires de l'algèbre que 
notre série n'est convergente que pour les valeurs de t dont 
le module est inférieur à R. 

49. J litre application de la formule de Lagrange. La formule 
de Lagrange est souvent utile pour le développement des fonc- 
tions explicites. Nous allons en donner un exemple. Suppo- 

sons qu'on veuille développer la fonction , --—- suivant 

les puissances croissantes de t. 

En appliquant la formule de Lagrange à l'équation 

(i) z=Z-+-tf[z), 
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oh z dési£;ne une fonclion des variables i, et t, cl/(^) une 
lonclion quelconque de z, il vient 

F(.-)^y-J:-'^-'['^''^'/'^)-], 

^ ' ^ 1 .2. . .n dc"-' 

et, en différeniiant par rapport à i;, 

Maintenant soient 

F'(z) = 2'" et f{z) = z — i, 

l'équation (i) donnera 

■C — t dz T 



et, par suite, l'équation (2) devient 



I — n"'-^' -^ I 



(i — /)"' + ' ^ \.i. . .n de," 

Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, linéaires par rapport à ces dérivées. 

50. La méthode suivante, due à Ampère et légèrement mo- 
difiée par Cauchy, est préférable à celle dont Lacroix a fait 
usage. 

Considérons d'abord le cas de deux variables indépendantes. 
Soient P, Qet V trois fonctions données des variables x, y, z; 
la dernière variable z étant considérée comme fonction des 
deux autres, posons 

( 1 ) dz = pdx -+- qdy, 

et considérons l'équation aux dérivées partielles 

(2) Vp-\-Qq = \. 

Si l'une des quantités P, Q se réduit à zéro, l'équation s'intè- 
gre à la manière des équations différentielles ordinaires et 
nous faisons abstraction de ce cas. Le problème qui consiste 
à trouver la fonclion inconnue z, susceptible de satisfaire à 
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l'équation (2), n'est pas déterminé; mais il le devient, si 
l'on exige que z soit assujettie en outre à se réduire à une 
fonction donnée /(r) de j-, lorsqu'on donne k'x la valeur par- 
ticulière ^0- C'est ce que l'on reconnaît immédiatement quand 
on cherche à développer la fonction z en série ordonnée par 
rapport aux puissances ascendantes de a: — ^0 au moyen de la 
formule de Taylor. 

Ainsi nous nous proposons de trouver une fonction 
z=Y {x,y) des deux variables ^, j, qui satisfasse à l'équa- 
tion (2) et qui soit telle que l'on ait en même temps 

a; = Xo, z =j[y'). 

La méthode d'Ampère consiste dans un changement de va- 
riable ; introduisons une fonction actuellement indéterminée 
yo des deux variables x et j; on pourra considérer inverse- 
ment j' comme fonction de ro et de x, et z deviendra elle- 
même fonction de x et dej'o; on aura dès lors par l'équa- 
tion ( I ) 

dz dr dz dy^ 

dx ' ^ dx ' dyo df^"^ 

on tire de là les valeurs suivantes de p et de q, 

__ dz y dnj dy W^ j_i' 

^ dx I dy \ dx ^ 1 dy \ 



dj-o ) \ dy, j 

et en les substituant dans l'équation (2), il vient 

dyo \ dx j ~^ dyo \ dx 

Désignons par P', Q', V les valeurs que prennent P, Q, Y 
quand on y remplace z par sa valeur inconnue, mais bien déter- 
minée en X elj; l'équation (3) deviendra 

<4) l^l^'è-^O-Ko'-^'l 
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ei il est clair (|ue les équations (3) et (4) floivent èire satis- 
faites par les mêmes valeurs de j, z fonctions de x et de jo; 
mais comme la fonction de x et j- que nous avons désignée par 
j*o est arbitraire et que réciproquement >■ est une fonction in- 
déterminée de X et de fa, on peut assujettir y à satisfaire à l'é- 
quation 

et en outre à se réduire pour x = Xo à une fonf^tion quelcon- 
(jue donnée de ro,à j^» par exemple. Cela posé, -j— n'étant pas 
nulle, l'équation (5) réduit l'équation (4) a 

(6) p'lË_v = o. 

ClX 

La fonction inconnue z = F(^, j) est donc telle, que j- et z 
considérées comme fonctions de x et de j» satisfont aux deux 
équations simultanées aux dérivées partielles 

et se réduisent respectivement, pour ^=^o, à /o et/( jo) ou z». 
Mais les équations (7) ne renfermant point la variable indé- 
pendante >■», elles doivent être traitées comme des équations 
différentielles ordinaires ; ces équations sont toutes deux com- 
prises dans la formule 

,Q\ il^ ày dz 

et pour résoudre le problème proposé, il suffira de les intégrer 
de manière que l'on ait simultanément :r = )'o, j' = ^ro, ^= ^o. 
Resolvant ensuite les intégrales par rapport à )o et z^, et por- 
tant les valeurs obtenues dans l'équation 

(9) -^"o=/(ro), 

on aura la solution demandée, qui renfermera une fonction 
arbilraire/(ji,j. 
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Supposons que l'on ait trouvé les intégrales générales des 
équations (8) avec deux constantes arbitraires a et §, et soient 

a =/, ( X, y, z), «5 =/. ( X, j; z ) 

ces intégrales résolues par rapport aux constantes. D'après ce 
qui vient d'être dit, il faudra résoudre les équations 

/, ( Xo, Xo, ^o) = y-, fi ( Xt,, )\, j^o ) = S, 

par rapport à n et z^ et substituer les valeurs trouvées dans 
l'équation (9); mais si l'on considère /(n) comme une fonc- 
tion arbitraire, le résultat de la substitution sera simplement 
une relation arbitraire 

o(x, Ç ) = o, 

entre a et 6. L'intégrale de la proposée pourra donc se mettre 
sous la forme 

? [/- ( ^'yT^ - ), /^ (-^.r» 2 )] == O' 

«p désignant une fonction arbitraire. 

51. La même méthode s'applique sans difficulté au cas de 
trois ou d'un plus grand nombre de variables indépendantes. 
Considérons, par exemple, le cas de trois variables indépen- 
dantes X, y, z ; la variable a étant fonction de x, y, z, posons 

^,! ) du = pdx + qdy + rdz, 

et soit l'équation proposée 

{■?.) P/7^-Q(/ + Rrrr_- V, 

dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions données de x,y, 
z, u. Il s'agit de trouver une fonction u =¥ {x,y,z) dex, y, z 
.qui satisfasse généralement à l'équation ( 2) et qui pourx = Xo 
se réduise h. une fonction donnée/(r, 5) de jet de z\ énoncé 
en ces termes, le problème est complètement déterminé. 

Introduisons deux fonctions indéterminées j-, et z^ de:c, r, -s; 
on pourra considérer jet z comme fonctions de x, y^, Zo; par 
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suite u deviendra fonction des mêmes variables, et l'on aura 
par l'équation (i), 



du 
dx 


dv dz 
= P^^d^-^'dx' 


du 
dy. 


dy dz 
^ dyo d) u 


du 
dz. 


dy dz 

dZo dZa 



On tire de là les valeurs suivantes de p, q, r, 

_, du du du 

Y Z dx dr dz 

^^ = x' ^ = x' P= x^^ ■ 



en posant, pour abréger, 




^_dy.dz 
" dyo dz. 


dy dz 
dz, dy. 


^- du dz 

'~ dy, dz. 


du dz 
dz, dy,' 


„ du dy 


du dy 



dz, dy, dy, dz. 



et si l'on porte ces valeurs de p, q, r dans l'équation {i), elle 
devient 

(3, x(p^,-v).v(o-p|) + z(b-p,^) = „. 

Désignons par P', Q', R', \ ' ce que deviendraient P, Q, R, V 
si l'on remplaçait u par sa valeur inconnue V{x, y, z); fai- 
sons celte substitution dans (3), il viendra 

et il est clair que les mêmes valeurs ée, y, z, u fonctions de 
X, y,, z, doivent satisfaire aux équations (3) et (4). Mais les 
fonctions de x,y, z que nous avons introduites et désignées 
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par >o' -0 sont arbitraires, el, inversement, y et z sont des 
fonctions indéterminées de ^, jo. ^^', ces fonctions devien- 
dront au contraire complètement déterminées si on les assu- 
jettit à satisfaire généralement aux équations 

(5) p'^^_Q'.-=o, P'^_R'=o, 

et à se réduire en outre, pour a:=:x^, à des fonctions arbi- 
traires de j, et de i^o, à j\, el à z^ respectivement, par exem- 

Y Z 

pie. Alors, comme les quantités y' y' ^"' expriment les va- 
leurs de q et r, ne peuvent être généralement, infinies, les 
équations (5) réduisent l'équation (4) à 

(G) P'^_V'=o 

Il suit de là que la fonction inconnue n ~ Y{x, y\ z) est 
telle, que les valeurs de y% z, u, considérées comme fonc- 
tions des variables indépendantes x, Vo, Zo, satisfont généra- 
lement aux trois équations simultanées aux dérivées par- 
tielles 

{r.) p'4^_0 = o, p'Zi_U^O, P'-^--V=:o, 

dx dx dx 

et se réduisent en outre, pour x -—. .r„, à >•», Zo , f{y'o, ^o) = n^ 
respectivement. 

Les équations (7) ne renfermant point les variables indé- 
pendantes ju et:;o, elles doivent être traitées comme des équa- 
tions différentielles ordinaires, el on peut les comprendre 
dans la seule formule 

dx _ dy dz du 

'^' "F ~ "(J "" "k ~ "v" 

Pour avoir la solution du problème proposé, il suffira donc 
d'intégrer les équations (8) de manière que les variables 
X, y, z, u se réduisent simultanémenl à x,^, j\, z^, u^\ ré- 
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solvant ensuite les intégrales obtenues par rapport a}\, So, ««, 
on portera les valeurs trouvées dans l'équation 

Supposons que l'on ait trouvé les intégrales générales des 
équations (8) renfermant trois constantes arbitraires a, 6, 7, 
et soient 

^ =/> (•^■» r. 2» «). s =f,[x, y, z. II), 7 =/3 (jc, _^-, z, u), 
les valeurs obtenues en résolvant ces intégrales par rapport à 
Ci, 8, 7, Pour avoir la solution de notre problème défini comme 
nous l'avons fait, il faudra tirer des équations 

Ji (-^0 > Xo > -Zo ) w» ) ^= «, 
/.(•^o, Jo, ^0, W„) =S, 

les valeurs de y„, z^ et m», pour les porter dons l'équation (9). 
Mais si l'on considère la fonction /de celte équation comme 
une fonction arbitraire, le résultat de l'élimination sera sim- 
plement une relation arbitraire 

(!0) o(a, ?,7) = 

entre a, g, 7. Cette relation (10), où a, 6, 7 représentent les 
fondions/,,/,, /s, peut donc être regardée comme exprimant 
l'intégrale générale de l'équation (2). 

Sur le passage des différences Jinies aux différentielles. 

52. De même que ' 

df[x) .. f{x^.h)—f{x) .. A/(r) ^ , 

^ , ' = hm ^^ r — ^^-^— ^ = hm —— ^ ( pour A = o ), 

ax h . h ^^ ' 

de même on a aussi, quel que soit n, 

— ^f-^^^^hm -, (pourA=:o), 

dx" h" ^^ ' 

A"/(jr) exprimant la /i'*"'* différence de f[x). 

La plupart des auteurs regardent ce fait comme évident ou 
n'en donnent que des démonstrations défectueuses; cette pro- 
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position résulte immédiatement du développement de la dif- 
férence à"f{x) en série ordonnée par rapport aux puissances de 
h, développement que Lacroix établit au n" 391 ; mais l'auteur 
en fait usage au n° 389 pour démontrer la formule de ïaylor. 
Or, en suivant la marche tracée par Lacroix lui-même, on peut 
établir d'une manière élémentaire la proposition dont il s'agit, 
et sans supposer en aucune façon le théorème de Taylor. Il 
suffit en effet de remarquer que les expressions 

I I cP\"f{x) 

se réduisent, pour h z=o, à des quantités numériques indé- 
pendantes de la nature de la fonction /(x). Alors si l'on fait 

f{x] = e^, d'où A/(.r) = e^{e'' — i), 

et généralement 

A"/(jr) = e'(e''— i)"=r e" (/<"-+•. . .), 

on voit tout de suite que l'on aura, pour /i = o, 
A"/(.r)=.o, _Z^ = o,..., 

d/i"-' dh" '' 

Si donc on cherche, par les règles ordinaires, la vraie valeur 
que prend le rapport 

• , (pour h = o), 

on trouvera que cette valeur esif"{x), et l'on a en consé- 
quence 

lim — -y^ =/« {x) ( pour // = o ). 

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, Lacroix démontre la 
formule de Taylor en partant du résultat qui précède; la mar- 
che qu'il suit est certainement la plus naturelle , mais sa dé- 
monstration manque absolument de rigueur. Aussi croyons- 
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nous l'aire une chose utile en présenianl ici la remarquable 
démonslralion publiée par M. Caqué dans le lome X du 
Journal de Liouville, et qui repose sur les mêmes prin- 
cipes. 

Démonstration de la formule de Taylor, par M. J. Caqué. 

53. Soit j'^/(^) une fonction donnée de x, et désignons par 
y\,y\', ... les valeurs qu'elle prend quand x augmente succes- 
sivement de la constante ^x, en sorte que r*=/(-^ + /''^■^)- 
En représentant par A"ji la différence n''"'" dejji, on a, quels 
que soient n et k, 

(A) A" r/t= A" j + (A''+' r -h A"+\r, 4-. . • ^- A"-^'j7_, ), 

équation qui n'est, en effet, que la différence n''"" de l'équa- 
tion évidente 

yi. — ^)- -4- A }• -+- A V, 4- ... 4- Aj7-, . 

Cette dernière, en remplaçant /r par m et posant niSx=z h, 
donne aussi 

{0 /(-^ + //) =f{x) H- (Aj+ Aj, -f . . . H-- Aj-„_,+ A^)„,_,)- 

Mais, si dans l'équation (A) on fait /^ = I, puis successivement 
/(•=: I, /(•= 2, . . . , Ii=/n — ï, on aura des valeurs de Aj-, , 
ly\, . . . , A )■„,_,, qui, portées dans l'équation (i), nous donne- 
ront, réduction faite, 

I + [(m - I ) y\r-h{ni — 2) A^,-, 4- ... -4- 2 A;}'„_3 + Ay„,_,] . 

On pourrait reprendre de nouveau l'équation (A), y poser 
71 = 2, puis successivement /i = i, /r = 2,..., /,= «/ — 2, 
et reporter dans l'équation (2) les valeurs de A->', , A-)j, . . . , 
A^)-„_, ainsi obtenues; en réduisant, on aurait 



m [m — I 



f{x + h) =./(.r) 4- m Ar + -^—-—^ y y 



1 . 2 



' \'(ni — i)(ni — 2) (m — 2) (m — 3) 

' i L 1.2 -^ 1.2 

-f- 3A=')-„_,-f 



^n-m-, l 



ET LE CALCUL INTEGRAL. 233 

Et l'on pourrait continuer ce mode d'élimination qui condui- 
rait finalement à la formule 

in 1^ j-, s . m(m — i) 

f{x + /i) =f{x) + m^x H — ^ — - — - ^\r + . . . 

] mim — i)...{m — /i-f-i) 

1 I . 2 . . . ;i 

R„ remplaçant la quantité suivante, dans laquelle, en général, 
C;"~^ représente le nombre des combinaisons de m — g let- 
tres nh n: 

+ c;r''A''+'rm-«-. -+- c A"+' 7-,„_„_,. 

Mais sansavoir même besoin de passer par l'équation (3), nous 
allons prouver directement que l'équation (4) a toujours lieu. 

D'abord elle est vérifiée pour n = \, puisqu'elle coïncide 
alors avec l'équation (2). Pour démontrer généralement l'é- 
quation (4), il suffit donc de faire voir que, si elle est exacte 
pour une valeur de n, elle l'est encore pour la valeur suivante. 

Dans l'équation (A), remplaçons n par «4-1, puis posons 
successivement /r = i , /r = 2 . . . . , k =^ m — n — i ; les divers 
résultats, multipliés par des facteurs convenables, forment le 
tableau suivant : 

çr''^"+^r, = c"~' A"+'j- -+- c:;-'A"+^r + cr' a«+'j, , 



cr ' A''^' >„_„_. i^ cr' A"+' j -h cr' a"+=;-+ cr ' ^"^\r. + . . . 

4-cr'A"+'j„_„_3, 

c:: A'>+'7„_„.., =: c;; A^^'^- -+- c"„ A"+' j -H c A"+-'j, + . . . 

Lackoix, Cale, dijf., II. 16 
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En faisant la somme des premiers membres, on reproduit la 
valeur de R„; on peut donc écrire que cette quantité est égale 
à la somme des seconds membres; celle-ci se présentera sous 
une forme plus simple en faisant usage de ce théorème d'al- 
gèbre : 

« La somme des nombres des combinaisons n à n, de m — g, 
» m — g — I, . . . , «H- I, « lettres, est égale au nombre des 
» combinaisons n -^ i à « -i- 1 de m — g" + i lettres. » 

Conséquemment on aura 

_ m {mj-} )... {m — n-{-i){m — ?i) 

1.2. . .«(«4- l) '' 

en posant, pour abréger, 

R. ■ r™— ' \n + 2 ,, _i /-•"'-- A „-|.2 , , _. 
n-f-l «--H-n "-* / ^^ V-'H-i-l '^ / IT^- • • 

Or cette valeur de R„, piise dans l'équation (4), donne le même 
résultat que la substitution de n -hi an dans la même équa- 
tion; donc l'équation (4) a lieu généralement. 

5i. Si, dans l'équation (4), on remplace m par sa valeur 
tirée de m^x = h, on trouve aisément 

'•/ /^ r/ \ / ^>" , h{/i — \x) à^r 

j(x + /0=/(^)-4-A;^+ K2 I^^ + --- 

h{/i — Ax). . .[h — {n — })Aûc] \"r 

Le terme complémentaire R„ peut évidemment se mettre sous 
celte forme 

Ax"+' cr — ^ + cr' - — - + . . -h c:; ^ '"-"-' 



Ax"-^' àx"-^' àx"->-' 

de sorte qu'en représentant par M la somme des termes entre 
parenthèses, divisée par la somme C;"~'-[-elc. de leurs coeffi- 
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cients, il vient 

R„ = ^x"+' ( cr' + cr' -^ ...-+- c:: ) M , 

c'est-à-dire, en vertu d'un théorème déjà invoqué, 

R„=:Ax"+'C+,M; 

en mettant donc pour CT+i son expression connue, et rempla- 
çant dans cette dernière m par — -, nous aurons enfin 
^ ^ fi{h — A.r) ■ ■ .(h — ?i\x) j^j 

1.2. . .(/î-i-l) ' 



d'où 

(5; 



. /l{/^—^.T)...[h—{n—l)^x] A" r /i{h—àx)...{k—iilx) 

\ 1.2.... Il àx" 1.2. . .( /i+I j 

Revenons sur l'expression de M, savoir, 

„_, A"+'r , A"+' r. , A"+' r„,- „_, 

M:i= ^. 

Nous voyons que cette quantité est une moyenne entre les 
quotients 

de manière qu'elle est toujours comprise entre le plus grand 
et le plus petit d'entre eux; il suffit donc, pour que M soit 
finie, que tous le soient, et alors la remarque que nous venons 
de faire fournit des limites simples de R„ ou du terme complé- 
mentaire de la formule (5). 

55. Quand on prend la valeur de Ax infiniment petite, les 

A* y 

quotients — -^ deviennent les dérivées /*(^), et les numéra- 
teurs des coefficients de l'équation (5) deviennent les puis- 

i6. 
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sances entières et croissantes de li. La quantité /„_„_, devient 
f{x-\-h). Les quotients dont la quantité M dépend se rédui- 
sent donc aux valeurs de /""^' [z), en faisant varier z de ic à 
X -\- II. Donc, si dans cet intervalle /""*"' (z) reste finie, M le 
sera aussi, puisqu'elle est toujours comprise entre la plus 
grande et la plus petite valeur de cette dérivée. 

Déplus, si /"■*■' (2) est continue, elle atteindra au moins 
une fois la valeur de M, et l'on pourra poser 

endésignant par une quantité positive plus petite que l'unité. 
Ainsi on retrouve jiar cette méthode la formule connue 

f[x - //) =f{x) 4- hf'[x) H- J^f" {X) H-. . . 

Il" /«"+' 

i.i. . .11' ^ ' 1.2. . .n{n-\-iY ^ ' 



.37 



NOTE II. 

SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 



§ I. 

1. Le problème qui constitue le calcul intégral des équa- 
tions aux dérivées partielles est aujourd'hui complètement 
résolu, pour ce qui concerne les équations du premier ordre, 
c'est-à-dire que l'intégration d'une telle équation peut tou- 
jours être ramenée, quel que soit le nombre des variables in- 
dépendantes, à l'intégration d'un système d'équations différen- 
tielles ordinaires simultanées. Parmi les méthodes propres à 
atteindre ce but, il faut surtout distinguer celles de Jacobi et 
de Cauchy ; nous prendrons ici pour point de départ l'analyse de 
Cauchy, mais nous présenterons en même temps des dévelop- 
pements étendus relatifs à une difficulté inhérente à cette ana- 
lyse et qui ont été, de notre part, l'objet d'une communication 
récente à l'Académie des Sciences (*j. 

2. Considérons d'abord le cas de deux variables indépen- 
dantes, et soit 

(i) F {x,x,z,p, q)=zo 

l'équation proposée, dans laquelle z désigne une fonction in- 
connue des deux variables indépendantes x et j, et où p el q 

, , . . . „ dz dz 

représentent respectivement les dérivées partielles -p? , • 

Il s'agit de trouver une valeur de z qui satisfasse à l'équa- 
tion ( I ) pour toutes les valeurs de x et de j, et qui, pour une 
valeur donnée ^o de x, se réduise à une fonction arbitraire 

(*) Comptes rendus des séances de ^ Académie des Sciences [séances des 7 et 
28 octobre 1S61). 



238 NOTE SUR l'iNTÉGIIATION DES EQUATIONS 

donnée /(r) de f. Ainsi l'on doit avoir en même temps 

x=x., z=f{r), q = '^jp=f'ir)'^ 

le problème, énoncé en ces termes, est complètement dé- 
terminé. 

Introduisons, avec Cauchy, une fonction actuellement indé- 
terminée 7*0 de X et de r ; on pourra considérer y comme une 
fonction de x et de jo, et alors z, p, q seront aussi des fonc- 
tions de ces mêmes variables. On aura donc 

dz =^-^ dx -\- -^ dro , 
<lx aj 'u ■" 

et si l'on porte ces valeurs de dz et de dj- dans l'équation 

dz = p dx -\- q dy, 
qui exprime la définition de p et de q, il viendra 

dz j dz j , fdr j dr 1 \ 

Celte équation ayant lieu, quelles que soient les différentielles 
dx et dy\, on a 

dz dy 

("^ 7hc=l'-^'id^' 

(3) 4^=^7^- 

«J'o dy\ 

Si l'on différentie l'équation (2) par rapport à jo, l'équation 
(3) par rapport à x, et que l'on retranche ensuite les deux ré- 
sultats obtenus l'un de l'autre, il viendra 

f4) ' dp ^dq dy dq dy 

dj'o dx dy'o dy^o dx 

Cela posé, désignons par 

dF = Xdx + Ydy-hZdz-{-Vdp-hQdq 
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la différentielle totale du premier membre de l'équation (i), on 
aura, en différentiant cette équation par rapport an» 

, f , A- (h' r, </2 „ dp „ ciq 

5 \ -f-4-Z-y-+P-.^ + Qy-=:o, 

dy\ d)o d)\ f/jo 

et, si l'on porte dans cette équation (5) les valeurs de -,— et 



tirées des équations ( 3 ) et ( 4 ), on aura 



de —r~ tirées des équations ( 3 ) et ( 4 ), on aura 

d Va 



Or, la fonction de x et de jo qui représente y et que nous 
avons introduite est jusqu'ici indéterminée, et nous pouvons 
en disposer de manière qu'elle satisfasse à l'équation 

(7) p£-Q=''- 

en concevant que l'on ait remplacé dans P et dans Q, z, p et 
q parleurs valeurs inconnues, mais déterminées en x et j. La 
fonction j ne sera pas entièrement déterminée par la condition 
qui lui est imposée de satisfaire à l'équation (7), mais elle le 
deviendra, si on l'assujettit en outre à se réduire, pour a: =^„ 
à une certaine fonction donnée de j»; nous prendrons pour 
cette fonction donnée la quantité j'o elle-même. Ainsi l'on 
aura en même temps 

en posant, pour abréger, 

et en déterminant po par l'équation 

qui n'est autre chose que l'équation (i) dans laquelle on rem- 
place x,y, z, p, q respectivement par^To, jo. z^,pt, q^. 
L'équation (7 ) réduit l'équation (6) à 

(8) Y-HZ«+P^ = o; 
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en sorte que le problème proposé est ramené à trouver quatre 
fonctions^, z, p, q des deux variables indépendantes x etjo. 
qui satisfassent généralement aux cinq équations (i), (?.), (3) 
(7) et (8), et qui se réduisent respectivement à jo, Zo , p», ga 
pour^^^o; nous ne parlons pas de l'équation (4), parce 
qu'elle résulte, comme on l'a vu, des équations (2) et (3). 

3. Mais les équations ( i ), ( 2 ), ( 7 ), ( 8 ) suffisent pour la dé- 
termination des inconnues r, z, p, g; l'équation (3) est donc 
surabondante et il faut qu'elle se trouve vérifiée d'elle-même. 
Voici comment Cauchy a démontré cet important théorème. 

Supposons que des équations (i), (2), (7), (8) on ait tiré 
pour y, z, p, q des valeurs déterminées fonctions de x et 
de jo et qui se réduisent respectivement à 7^0, Zo,po, 7» pour 
x=ix^; les deux membres de Téquation (3) seront aussi des 
fonctions déterminées de x et de /«, et en désignant par I leur 
différence, on aura 

Si l'on différentie cette équation par rapport à x, et qu'on en 
retranche ensuite l'équation (2) préalablement différentiée par 
rapport à /„ , on aura, au lieu de l'équation ( 4 ), 

(10) É]L=léli!L—!ll^ll\_^^ll^ 

dy\ \dx dfo dy^ dxj dx'' 

et en portant dans l'équation (5) les valeurs de — et de -~ 

dy\ dy\ 

tirées des équations (9) et (10), il viendra 

enfin, à cause des équations (7) et (8), cette équation se réduit à 

r,dl I d\ Z 

^^--^^ = "' «" iTx = -V 

T . , Z , 

La quantité — - étant exprimée en fonction de x et de y\. 
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C^ z 

si l'intégrale — I -dx a une valeur finie et déterminée, on 
tirera de l'équation précédente 

(.2) logi --jf ^dx, I = I,e i. ""'] 

en désignant par I„ la valeur que prend I pour x = x„. Mais 

m 1 < ' 1 . dz , dy 

comme 1 hypothèse ;r = x„ réduit -r-;- a ^o et — a i, l'équa- 

lion (9) montre que I., = 0, et, par suite, à cause de l'équa- 
tion (12), on aura généralement 

1 = 0. 

Nous examinerons dans le paragraphe suivant le cas singulier 

r z 

où l'intégrale I -^ ^^ cesse d'avoir une valeur finie et dé- 

terminée. 

4. D'après ce qui précède, nous n'avons à nous occuper 
que des équations (i), (2), (7) et (8). On peut même, si l'on 
veut, remplacer l'équation (i) par sa différentielle relative à 
x; cette différentielle n'a pas en effet plus de généralité que l'é- 
quation ( I ), puisque les valeurs de j, 2, p, q doivent se réduire 
à jo, ^0, Pi, </o, pour ^ = ^„. Or la différentielle en question 
est 

dx dx dx dx ' 

dz 
et, en y remplaçant -j-^ Q et Y par les valeurs tirées des 

équations (?.), (7) et (8), elle se réduit à 

(i3) X -^ Zp -+- P '-^ =3 o. 

^ dx 

Le problème est donc ramené à trouver, au moyen de quatre 
des équations (i), (2), (7), (8), (i3), des valeurs de j, z, p, q 
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fonctions de x et de j» qui se réduisent respectivement à 
Yi, 2o, /'o, Ço pour x^x^. 

Les équations (2), (7), (8), (i3) forment en réalité un sys- 
tème de quatre équations simultanées aux dérivées partielles; 
mais parce que ces équations ne renferment pas la variable 
indépendante y\, elles doivent être traitées comme des équa- 
tions différentielles ordinaires; elles sont comprises dans la 
formule unique 

dx _ dy dz — dp — dq 

(m) T "^ Q" ^ P/; -f- Q^ ~ XT^Z]; ~~ YVZ 7' 

et l'une d'elles, nous devons le répéter, peut être remplacée 
par l'équation (1). 

Si le premier membre de l'équation (i) est linéaire par rap- 
port aux dérivées ip et q, comme sa différentielle prise en ne 
faisant varier que p et q est Vdp -h Qdq, P et Q seront indé- 
pendantes de p et q, et F aura la forme Vp-\-Qq — V, 
V étant comme P et Q fonction de x,f, z. Dans ce cas, les deux 
premières des équations contenues dans la formule ( i4), savoir 

dx dy dz 

permettent, sans le secours des autres, de déterminer les 
valeurs de j, z en fonction de x et jo- On est ainsi ramené, 
dans le cas des équations linéaires par rapport aux dérivées, 
à la règle que nous avons rappelée dans la Note I. 

5. Supposons donc que des équations (i4) on ait tiré des 
valeurs de y, z, p, q se réduisant à y\, z,, p<^, q^, pour ^ = ^0; 
soient 

p=J^{x, jo, z„ q„), 



q=f,{x, jo, Zo, qo), 

ces valeurs; nous n'écrivons pas la lettre /?» dans ces expres- 
sions, parce qu'on peut toujours supposer que l'on ait substi- 
tué sa valeur tirée de F(^., j-„, :^o, po, ^o) = o; quant à Xo, c'est 
une valeur numérique déterminée dont il n'y a pas à s'occuper. 
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Les deux premières équations (i5) donnenl la solution du 
problème proposé, en y remplaçant z„ par/( jo)et qo par/'(jo). 
Si l'on attribue à la fonction /(jo) une forme déterminée, et 
que l'on puisse éliminer j-» entre les deux équations dont nous 
parlons, on aura l'expression de la fonction inconnue z en x 
et y. Mais si la fonction /(r„) ou z» reste indéterminée, l'éli- 
mination de jo sera impossible, à moins que les valeurs de r 
et de zne soient l'une et l'autre indépendantes de q^; dans ce 
cas, si l'on résout les deux premières équations (i5) par rap- 
port à 7'o et z„ on obtiendra des expressions de la forme 

yo = ^[x, y% z), s„ = o){^, j, 2), 

et la solution du problème sera donnée par l'équation 

d'où l'on conclut, comme on sait, que l'équation proposée (l'i 
est nécessairement linéaire par rapport aux dérivées p et q. 
Si l'on fait abstraction de ce cas d'une équation linéaire, je 
dis qu'aucune des expressions de j et de -z ne peut être indé- 
pendante de qa. En effet, portons dans l'équation (3) les va- 
leurs de y, z, q tirées des équations (i5), on aura 



\dro dzo^' dqodn) \dro ^2» dq^ d)\ 



= o; 



cette équation doit avoir lieu identiquement, et par suite les 
termes multipliés p 
<îore identiquement 



termes multipliés par -~ doivent se détruire. On a donc en- 



dqo "^^ dqo ' 

le facteur /< = </ ne peut être nul généralement, d'où il suit 

. ,, j . , df, dfi ... 

que SI l une des quantités —^ -~- est identiquement nulle, 

ciqo dqo 

l'autre doit l'être aussi; doHC les deux fonctions / et /: dé- 
pendent l'une et fautre de q^ où elles sont l'une et l'autre 
indépendantes de cette quantité : ce dernier cas ne peut avoir 
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lieu, comme on l'a vu plus haut, que si l'équalion proposée 
est linéaire par rapport aux dérivées p ei q. 

Cela posé, si l'on élimine Qo enire les deux premières équa- 
tions (i5), on obtiendra une équation qui pourra tenir lieu de la 
seconde d'entre elles et que je représenterai par 

(i6) \ {a::, y% z, x„, Zo) = o, ou V = o. 

Si l'on prend la différentielle totale de cette équation et que 
l'on y remplace dzo par q^àyo, àz \.ar pdx -^ qdy, il viendra 

fdY d\\ j (d\ dY\ j (dV dV\ , 
[-d^-^P-Th) ^^"+ (77F+ ^17]^^^ (^+ ^Wj ^>*^ = "' 

mais la première équation (i5) donne 

, df, fdf, , df, , df, dqA , 

dj=-^d.-,-[^^^^^j.^^^^]dr.: 

si l'on porte cette valeur de dy dans l'équation précédente, il 
ne restera plus que les deux seules différentielles indépen- 
dantes dx et dy\; en égalant donc à zéro les coefficients de 
celles-ci, on aura 



/dV d\\ ((JX_^ d\\df\ 
\ dx ^ dz j \ dy ' ^ dz j dx 



\dr 



^ dz j \dy'o dzo dq^ dj-aj'^\dy\ dzj 



Ces équations doivent devenir identiques si l'on y remplace 
y, z, p, q par les valeurs tirées des formules (i5); or celles- 
ci ne contiennent pas la quantité arbitraire -^5 il est donc 

nécessaire que cette quantité disparaisse de la dernière équa- 
tion. Comme nous faisons abstraction du cas où l'équation 

proposée (i) est linéaire, -4-^ ne peut être nul, il faut donc que 

d\ dN , ■ ^ , • , ' 

-j f- q —r: s annule, auquel cas on a snnultanement par les 
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équations précédentes, 

, , dV clV 

et 

, ^, dV dV dV dY 

^'^^ ^+^^^="' ■^+^^="' 

Les équations (i6), (17) ot (18) deviennent ainsi identiques 
en vertu des équations (i5); elles déterminent d'ailleurs les 
valeurs de y\ z, p, q, et par suite elles peuvent suppléer les 
équations (i5). 

Ainsi, en particulier, si l'on remplace, dans V, z^ par/(ro), 
l'intégrale cherchée de l'équation (i) sera le résultat de l'éli- 
mination de jo entre les deux équations 

( -j— ) désignant la dérivée de V prise par rapport a n, mais 
\dro/ 

en considérant Zo comme fonction de j"o. Donc, pour avoir 

cette intégrale, il suffit de déterminer la fonction V que l'on 

obtiendra en éliminant/?, </, p^, ^0 entre les quatre intégrales des 

équations (i4) et l'équation F{a7o,jo, ^u, /?«, ^ci) = o. 

0. C'est ici l'occasion de faire remarquer que la seule équa- 
tion 

V = o 

constitue une solution de l'équation proposée (i), si l'on y 
regarde jo et z„ comme deux constantes arbitraires. 

En effet, dans la solution générale que nous venons de 
développer, on reconstruit l'équation proposée (i) en élimi- 
nant 7-0 et So entre les équations (16) et (18). Or, si, au lieu 
de regarder j'o et z» comme des variables assujetties à vérifier 
l'équation (17), on considère ces quantités comme des con- 
stantes, il est clair que les équations (18) subsisteront et con- 
tinueront avec l'équation (16) à reproduire l'équation (1) par 
l'élimination de jo et de z». Cette équation (16) qui renferme 
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ainsi deux conslanies arbitraires, conslilue ce que Lagrange 
a nommé une intégrale complète de l'équation (i). 

7. Pour donner une application de ce qui précède, consi- 
dérons l'équation 

z — apq = o, 

où a désigne une constante. On a ici 

X =o, Y=o, Z= I , P= — aq, Q= — ap, Vp-^Qq= — 2apq= — 2z, 

cl les équations à intégrer sont 

dx dy __ dz dp dq 

aq ap iz p q '' 

on trouve immédiatement les quatre intégrales suivantes : 

p __ q n/^ X — .r„ _ r — n _ y/z — y/:?» 

et on élimine tout de suite p,> et q^, entre les deux dernières 
en faisant usage de l'équation z» — «^0^0 = 0; on a en effet 

[sjz — y/zp)' {x — xq) (r — n) (x — xg) (r — .n) 

•Zo a^p^q<y ciz^ 

Si donc on fait 

v-=«[y/i — y/7(77)> — (^ — ^o)(j— n), 

l'intégrale cherchée, de l'équation z = apq, sera le résultat 
de l'élimination de yo, entre les équations 

V = o, -^ = 0. 

dvo 

§ IL 

8. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que l'inté- 

■p dx conserve une valeur finie et déterminée; nous 

allons nous occuper ici de celte intégrale. 

Supposons, pour abréger, que l'on ait résolu l'équation (16) 
par rapport à z et que l'on en ail tiré la valeur z =^ï, M étant 
une fonction donnée de x, y, ^o» -^o» Les équations (16} et (17) 
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qui fournissent la solution cherchée de l'équation (i) seront 
plus simplement 

(-.0) :: = M, 

^M dm 

et les équations (18) qui donnent les valeurs de p el ûe q 

seront 

, , ^M dm 

Pour reconstruire l'équation proposée (i), il faut éliminer 
j'o et ^0 entre les équations { 20) el ( 22 ) ; par conséquent la dif- 
férentielle totale d¥ du premier membre de cette équation 
s'obtiendra en ajoutant les différentielles totales de M — z, 

dM dM . , . ,., ^ ,. 

—, p, —j- — q, respectivement multipliées par des lacteurs 

y., Il, V susceptibles de faire disparaître les différentielles dfo et 
dza qui doivent ici être regardées comme indépendantes; on 
aura donc 

\ dx ' dx^ dxdy) \ dy dx dy dy^ J 

et les facteurs a, p., v devront vérifier les deux équations sui- 
vantes : 

) dy. ^ dxdy\ ' dydy~^' 

\ dZi> ' dxdza dydzo 

De l'équation ( 23 ), on tire 

Z 1 

-p — ^' 

et, à cause des équations ( 24), 

dm d'M f/'M ^=M 



■dqt 



Z dx dy\ dy dzo dx dz» dy dy^ 

P~ dM (/^M (/M (/M 
dy\ dydzo dz^ dydy^ 
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Pour avoir l'iniégrale dont nous avons besoin, il faut rem- 
placer dans celle expression r par sa valeur tirée de l'équa- 
lion (21), mullipHer ensuite \)ar dx, et intégrer entre les li- 
mites ^0 et -^ ; or on peut éviter l'élimination de / en procédant 
comme il suit. Si l'on ajoute au numérateur de l'expression 

Z 

précédente de — p et que l'on en retranche ensuite la quantité 

dM \ 

dn I d^M d^M 

d M \ dx dz-o dy dzg 

dzo 



il vient 



- dx := 



/dS\ d'M d\[ d'M \ <i»M /JM d'y\ rfM rf ' M \ 

\d)\drdz^ dz,^drttj,^/ dr dT„\d:„ dcUr^ dx„drdz„j ' 

dM /dM d--M d i\l d- M \ 
17, [di, dj d:, ~ Ih^, dydjj 



mais en différentiant, dans l'hypothèse où :r et j sont seules 
variables, l'équation (21) mise sous la forme 



dM 

dvo 



I d M 

\dzo 



-h^o= o, 



il vient 



/ dM d'M _ ^I r/^M\ _ fd}[ d'M _ rTS^ _^M_\ 
\dZo dxdy\ dy^dxdZoj ' \dyodydz^ dz„dydyj "^ * 

Z , 

ce qui réduit l'expression précédente de — p ^-^ à 

,, du j, dm 

Comme la fonction M doit se réduire à z„ pour x:z=Xo et j-=ro, 
il s'ensuit que, dans la même hypothèse, -j^ se réduit à 
l'unité. On aura donc, en intégrant l'équation précédente entre 
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les limites x^ et x. 






I ^dx = log ■ 

9. L'analyse développée dans le § 1 se trouve en défaut 

I j^àx cesse d'avoir une valeur finie et 

déterminée. Ainsi que l'a remarqué M. Bertrand, cette cir- 
constance se présente, non pas seulement dans quelques cas 
particuliers, mais dans le cas le plus général. Et en effet 
il suffit généralement d'attribuer une forme convenable à la 
fonction /(r) ou/(j„) ou 2» pour que l'intégrale dont il s'agit 
devienne infinie. Mais je dis que : 

Si pour une forme particulière de la fonction /{y) l'inté- 

grale j r; d^ cesse d'avoir une valeur finie et déterminée, 

les formules que nous avons établies deviennent illusoires et 
sont impropres à fournir la solution du problème proposé. 
Celle-ci est donnée dans ce cas par l'intégrale complète de 
Lagrange qui accompagne l'intégrale générale. 

On voit, en eflet, par l'équation (24), que si l'intégrale 

I ^dx cesse d'avoir une valeur finie et déterminée pour 

une certaine forme de la fonction /(j), la dérivée partielle 

— j— devient nulle, infinie ou indéterminée après la subslitu- 

dZa 

tion de la valeur de r tirée de l'équation (21). Mais alors il 
est évident qu'on ne saurait tirer de celte équation (21) une 
valeur déterminée de j* se réduisant à jo pour x=iXa, puis- 
que la double hypothèse ^ = x„, y = j\ doit réduire -r— à 

"-'■'Il 

l'unité. De ce qu'il est impossible de tirer de l'équation (21) 
une valeur déterminée de / se réduisant h j\ pour ^ = ^„, il 
faut conclure que l'hypothèse x^x^ fait disparaître r du pre- 
mier membre de cette équation, et, parce que celle-ci est sa- 
tisfaite quand on fait à la fois x = x^, r = j„, il est évident 
qu'elle est vérifiée identiquement, quel que soit j, quand 

Lacroix, Cale dlff., II. 17 
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on y fail^ = ^». 11 résulte de là que j, disparaît de l'équa- 
tion (20) quand on fait x^x^, car la dérivée du second mem- 
bre par rapport à }"„ est identiquement nulle; cette équation 
donnera donc, dans cette hypothèse de ^ = ^o> 

puisque nous savons qu'elle a lieu identiquement quand on 
fait j = /o> z=:z^, et que l'on a -2o=/(jo)- Concluons donc 
que dans le cas particulier dont nous nous occupons, la solu- 
tion du problème proposé sera donnée, non plus par le sys- 
tème des équations (2o)et(2i), mais parla seule équation (20). 

10. Nous éclaircirons ce qui précède par un exemple. Soit 
l'équation 

Y = pz—pqy- aq:=^o, 
où a désigne une constante donnée. On a ici 

X=o, Y=—pq, Z=p, V=z—qj=^, Q=-py^a=-^; 

les équations simultanées à intégrer sont 

— pdx qd}' dz dp dq 

aq ~~~p^~ pqr~ /^ ~ o ' 

et on en tire sans difficulté 

1 I o{x — x„) z z. r v„ X — x„ 

q=qo, — ,= -iH ' -= — H Gr — x^), -=" ? 

/?' Pl (iqo P Po P Po î» 

d'où, en remplaçant »» par sa valeur ~ — , 

Xoi^o ^nVo ) ^{^ -^0 ) 

\J{Zo — q,j\y-i-2.aq,{x — Xo)' 
_ z„{z„ — qoy\)-hciqo{x — Xo) 

aqo 

p= ^ ^ 

'7(^0— ^oJo)'-+- 2.aqo{x — Xo} 
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telles sont les valeurs de j, z, p, q en fonction de x, j\y -^e » (h' 
On a ensuite 

Z _ p' _ aq. 



1^ Ciq {Z, ^«Jo)'+2«îo(-^ — -^o) 

et 



JC' Z 



" V".^'" 



' Tj- (/.r devient infinie si l'on a 

clz„ 2u 

z, — q,j; = o ou ;7-=-5 
dans ce cas, la valeur de Za est 

^0 = aj'o, d'où ^0 = a, 

a désignant une constante arbitraire. 

Mais, si l'on suppose à 2» celte valeur, nos formules de- 
viennent illusoires, car elles donnent pour y et pour z les 
valeurs 



qui sont indépendantes de j\. 

Eliminons q^ entre les deux équations qui donnent les va- 
leurs de j' et de z. On tire de ces équations 



sj[ Zo — qo Vo y -h laqoix — Xo) 



z — qoX = \/{ Zo — q^Xo )' + 2 aq„{ x — x^ ] ; 
et par la multiplication, 

z'—zl = ql ixo—rlh 

au moyen de quoi la deuxième équation, élevée au carré, se 
réduit à 

qo{r' — rl) = ixz —roZo)-{-a{x — Xo). 

L'élimination de q^ entre ces deux dernières équations se 

»7' 
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fait immédiatement; on trouve 

ir'—rl )(-'--')- [(^'-s — n zo)-ha{x — xoyy = o, 

DU 

y' , aa'^x — ar„) a* {x — x^y 



r o{x-r; y 



=: o; 



y J^o ^ 

c'est l'équation que nous avons désignée en général par V = o; 
on en tire 



formule dont le second membre est la quantité désignée par 
M. On vérifie aisément que l'équation 

dM ^M 

dy\ ^ dzi, 

donne la valeur de j obtenue précédemment, et en sub- 

, , ■ • ' d^\ 
siituant celte valeur dans la dérivée —, — on trouve 

d^\ _ -Zq — Ço T'o 

^-^» \l{ Zo + qo}'o y -^ ■2.aq,{x — x^y 

ce qui s'accorde avec les résultats généraux déduits de notre 
théorie. 
Si l'on pose z, = ajo dans notre équation z = M, elle devient 



- = [- -.-7-] ■•■ - V 1-9 C-^") (— "''-^'•) ^ 

cette valeur de z satisfait à l'équation proposée en regardant 
a et Vo comme des constantes arbitraires; d'ailleurs elle se 
réduit à 

z = y.y, 

pour X z= Xa\ donc elle donne bien la solution du problèu.e 
proposé, dans le cas où l'on suppose la fonction f[j) égale 

§ III. 

M. La méthode de Cauchy s'étend au cas d'un nombre quel- 
conque de variables indépendantes; nous allons développer 
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le cas où ce nombre est égal à 3, on verra sans peine que nos 
raisonnements ont une généralité absolue. 
Soit donc 

(i) F(x, r, ^, f<> P> 7' '■) = o 

l'équation proposée, dans laquelle u est une fonction in- 
connue des trois variables indépendantes x, j, z et oii p, q, r 

. , . , , , . , . .. du du du 

désignent les dérivées partielles -r- -, -j-i -j;' 

11 s'agit de trouver une fonction u qui satisfasse généralement 
à l'équation ( i ) et qui, pour x = ^o, se réduise à une fonction 
donnée/(j-, :;) des deux variables j- et z. Ainsi l'on aura en 
même temps 

x = x,, u=f{y,z), q = - j// ^ r= '' jj '^ - 

Nous introduirons ici deux fonctions actuellement indétermi- 
nées lo, Za des variables x, y, z, en sorte qu'on pourra considé- 
rer inversement j et z comme fonctions de^, ro> -^o; et alors 
u, p, q, r seront aussi des fonctions de x, jo, z^. Donc, à 
cause de 



on aura 

(3) 

(4) 

Différentions les équations (2) et (3) par rapporta x et re- 
tranchons respectivement les équations résultantes de celles 
qu'on obtient en différentiant l'équation (2) par rapport à jo et 
par rapport à 2o, on aura 

IK\ ^/^ _ /^^ ^(r dq dy\ I dr dz dr dz 
dj-o \dx d)\ dyodxj \dx dy\ dy\dx 

,^ dp fdq dy dq dy\ i dr dz dr dz\ 

dz^ \dx dza dzodxj \dx dzo dz^dxj 



du: 


= pdx -h qdy 4- rdzy 


du 

dx 


dy dz 


du 
dfo' 


Jr dz 
~ ^ dy, ^ dy,' 


du 

dzo ' 


__ dy dz 
~ ^ dza ' dza 
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Désignons maintenant par 

d¥=\dx-^~Y df -^Zdz-hV du -{-Vdp^Q dq -{- R</r 

la différentielle totale du premier membre de l'équation (i); 
on aura, en différentiant cette équation (>) par rapport à j» et 
par rapport h z^, 

I \ ^T <'r r, dz ^, du ^ dp ^ dq _ dr 
dfo dfo dyo dy\ dy\ dy\ 

iQ\ \T ^h' n, dz ^^ du „ dp „ dq .. dr 

clz^ dzt> dzo dza dZo dz^ 

et si l'on porte dans ces équations (7) et (8) les valeurs de 
du du dp dp . , . , , , ^ ^ 

dxo' dio' ^0' dz, ^'^^^^ équations (3), (4), (5), (6), il 

viendra 

Or, comme les fonctions de^, jo, ^o qui expriment lesvaleurs 
dej et de 2 sont entièrement indéterminées, nous pouvons 
les assujettir à satisfaire aux deux équations 

et à se réduire en outre pour ^ = ^0 à des fonctions quel- 
conques données de jo et de Zo, Nous choisirons, pour ces 
fonctions données, les quantités jo, ^0 elles-mêmes, en sorte 
que l'on aura en même temps 

x=Xo, 7 = 7-0, z^Zo, n=Uo, p=:po, q = qo, r=ro, 
en posant 

^ _/■/,. .^ ,_ àf{ro, z,) __ df{n, z,) 
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et e« désignant par /», une quantité déterminée par l'équation 

F(:ro, j„, z„ u„ p„ q„ i\)=o. 
Les équations (i i) et (12) réduisent les équations (9) et (10) à 



>3) 



[ \ ^ dx] az„ \ axj clZa 



On ne saurait avoir 

, , , dy dz dy~ dz 

dfo dza dz^ dfo 

oar autrement il existerait une relation entre x, j, z. On a, en 
■ effet, 

, dz , dz , dz , 

dz =--j- dx -h -7— f/jo -h -r- «2„ ; 
aor dy'a dZo 



p si l'on retranche ces équations l'une de l'autre, après les avoir 

F dz dy 

multipliées respectivement par -j^ et -f- -> il viendra, a cause 

de(i4), 

dz j dy , ( (fy f^' (f" (^T \ 1 

dza "^ dzo '^ \ dx dzo dx dz^ j ' 

équation qui suppose une relation entre :r,j, z, car les dérivées 

dz dr ^ ,, - . 

—r— et -— ne peuvent être nulles en même temps. 

dZo dZa 

D'après cela les équations ( 1 3 ) donneront 
(.5) Y+U7+P^=o,, 

(16) Z + Ur+P^ = o; 

en sorte que le problème proposé est ramené à trouver six 
fonctions J-, z, it, p, q, r des variables^, jo, Zo, qui satisfassent 



du 

dTo 


dy dz 
^ dy-o dfo 


du 

dZo 


dr dz 
^ dz, dz, 
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aux huit équations f i), (2), (3), (4), (i i), (12), (i5), (i^) et 
qui se réduisent simultanément à j», z„ u„ p„ q„ r,, pour 

12. Mais les équations (1), (2), (ï i), (i.?.), (i5), (16) suffisent 
pour la complète détermination des inconnues j, z, u, p, 
q, r; il faut donc que les équations (3) et (4) soient satisfaites 
«l'elles-mêmes, et c'est ce qu'on peut établir aisément en ré- 
pétant le raisonnement dont nous avons déjà fait usage au § I. 
Supposons donc qu'on ait tiré des équations ( i ), { 2 ), (11), (12), 
(i5), (16) des valeurs de y, z, u, p, q, r fonctions de x, y\, z,, 
et se réduisant respectivement à jo, z,, u^, p„, q„ r, pour.rr=Xo. 
Désignons par I et J les différences entre les deux membres 
des équations (3) et (4 ), on aura 

, . du dr (lo _ 

('7) Tz:r = ^7777 + '--7:7+1. 

(18) 

Si l'on différentie ces équations par rapport à ^ et qu'on en re- 
tranche ensuite respectivement les équations qu'on obtient en 
différenliant les équations (2) par rapport a y^ et par rapport à 
Zo, on aura, au lieu des équations (5) et (G), 

•, dp _ ( dq dy dq dy\ ^ /dr dz dr dz\ dl 
" dj\ \dx dy\ dj'o dx ) "*" \dx dy\ dy\ dx) dx^ 

dp / dq dy dq dy\ f dr dz dr dz\ dJ 

dz, \dx dz, dz, dx j \dx dz, dz, dxj dx 

Sil'onporte ensuitedansleséquations(7)et(H)lesvaleursde -t— » 

dyr, 

du dp dp . , , , . , > , o / V / V 
-1 — 5 "/ ' 77^ tirées des équations (17), (loj, (19), (20), on 

aura deux équations qui ne différeront des équations ( 9 ) et ( i o) 
respectivement qu'en ce que leurs premiers membres contien- 
dront les nouveaux termes P -7- H-UI et P -7 hUJ. El 

, dx dx 

i comme tous les autres termes des équations que nous considé- 
rons disparaissent en vertu des équations (i i), (12), (i5),(i6), on 
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aura simplenieni 

P -7- + UI = o, 

ctx 

p^ + UJ = o, 

dx 

d'où l'on lire 

I — lo e ° , J = Jd e ^^ ^ 

en désignant pari» et J„ les valeurs de 1 et de J pour x = x^. On 
reconnaît immédiatement que I„ et J» sont nuls et l'on a par 
conséquent 

I = o, J = o, 

' -p dx conserve une valeur finie et 

déterminée. 

13. D'après ce qui précède, il nous suffit de considérer les 
six équations (i), (2), (n), (12), (i5), (16). On peut même 
remplacer l'équation (i) par sa différentielle relative à x^ 
savoir : 

dx dx dx dx dx dx 

qui, en remplaçant -i--^ Q, R, Y, Z, par leurs valeurs tirées des 
équations (2), (ii), (12), (i5), (16), devient 

(2.) X+U/; + P^=:o. 

Le problème est donc ramené à trouver au moyen de six des 
sept équalions{i), (2), (r i), (12), (i5), (16), (21) des valeurs de 
y, z, U, p, q, r se réduisant respectivement à j,. ^o, iio,po, ^0. '« 
pour X = x^. 

Les équations (2), (11), (12), (i5), (iG), (21) sont en réalité 
aux dérivées partielles, mais comme elles ne renferment point 
les variables jo, z,,, on doit les traiter comme des équations 
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différentielles ordinaires. Ces équations sont comprises dans 
la formule unique 

dx d y âz du — dp — dq — dr 



et l'une d'elles peut être remplacée par l'équation (i). 

Si le premier membre de l'équation proposée est linéaire 
par rapport aux dérivées p, q, r, les quantités P, Q, R sont 
indépendantes de ces dérivées, et l'on a F = P/n-Q^-f-R/— V, 
V étant comme P, Q, R fonction de x, j, z, u. Dans ce cas 
les trois premières des équations contenues dans la for- 
mule (i4), savoir 

dx dy dz du 

P ~ 'Ô'^'R ~y 

permettent, sans le secours des autres, de déterminer y, z, u 
en fonction de x, Vo et z^. On est ainsi ramené pour le cas 
des équations linéaires à la règle connue [voir Note I). 

14. Supposons que de six des sept équations comprises 
dans les formules (i) et (22) on ait tiré des valeurs de 7, z, 
u, p, q, r se réduisant respectivement à j», 2», iio, p», Ço, r», 

pourjr:=^f,; soient 

/ X=f> i^,r<» -^0, Mo, qo, n), 
z =f2{x,Xo,Zo,Uo,qo,ro), 
, „ , , « —/s {^,r'>^ ^0^ '^0' I0, r,), 

p =/i {^>Xo' ^0, Uo, qo, r,), 
q —.fi,{x,fo, 2o, lia, q», Tu), 
/' ^Jc ( ^> Toi -^0, liât Çoj foj} 

ces valeurs; nous supposons quepoait été remplacé dans ces ex- 
pressions par la valeur tirée del'équation F (:co,jo,2o,/?o,^«,'-u)=o. 
Les trois premières équations du système (23) donneront la so 
lution du problème proposé, si l'on y remplace it„ qo, n par 

f(y^~^)/lÙIîilA, iBZlilA; maisl'éliminalionderu etdes, 
■' '-^ ' djo dz, 

entre ces trois équations ne sera possible en général que si 

l'on attribue à la fonction /une forme déterminée. 

Si l'équation proposée (1) n'est pas linéaire par rapport aux 
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dérivées p, q, r, les valeurs précédentes de y, z, h ne peuvent 
être toutes les trois indépendantes de (jo et de ro; car si cela 
avait lieu, on pourrait tirer des trois premières équations (23) 
des valeurs de ro, *o, ''o de la forme 

yo=9{x, f, z, u), Zo = ■^{x,x, Z, II), m=^-cj{x,r, z,ii), 

et l'intégrale cherchée de l'équation fi) serait 

forme qui ne peut convenir qu'à l'intégrale d'une équation 
linéaire. Nous ferons en conséquence abstraction de ce cas. 

15. Au moyen des formules (23), les équations (3) et (4) 
deviennent 

\dy, duj' d,i,clj,dr,djj ■^'\dj,'^duJ'''^dq,dj,'^dr„d^J 

■ '^^'^Wo'^dI^J''^d^,d7,'^dF,^J' 

CIL ^ 'IL , ^ ^3 ^iv, , ^^o\ . fif^ df^ df\dju df,dj^\ 

\ dz, "^ dr, »'*" dq, dz, "^ dr, dz, ) --^^ V'/'o du, '■"-+- J,/„ dz, "^ dr, dz, ] 

"^ ° Wso du„ " dq^dz„ dr^dzj' 

ces équations doivent être identiques ; par suite les termes qui 

contiennent les dérivées -y- , -^ = -^ , - j- doivent se dé- 

ajo azo «jo «2o 

truire mutuellement; on a donc 



dr, + ^» du, -J' Ujo '^ '^^ lu, ) -^J' \iy. 



du. 



( 24 j ' 

j dço ■'' dq, -^'dq,^ 

\ dr, "'' di\ -^^ dro 

Les deux dernières équations de ce système montrent que 
si les expressions de deux des variables j, z, u sont indépen- 
dantes de (/„ ou de ro, la troisième expression est elle-même 
indépendante de g» ou de r,. Plus généralement, on déduit des 
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deux dernières équations (24) 

dqo dr„ dt\ dq^ "^^xdqodr^ dr^dq 

dqo dro dr^ dqo '^'^xdqodr^ drodqoj 

d'où il suit que si l'un des délerminanls 



df. df. 


df, df. 


^m ^if^ 


^If^ df, 


^fi'Mi^ 


df, df. 


dqo dro 


dro dqo ' 


dqo dro 


dro dqo ' 


dqo dro 


dro dqo 



est nul, les deux autres sont nécessairement nuls. 

16. Nous supposerons d'abord que ces déterminants ne 
sont pas nuls; dans ce cas deux quelconques des trois pre- 
mières équations (23) peuvent être résolues par rapport 
à qo et r,. Faisant donc l'élimination de qo et de r, entre ces 
trois équations, on aura une équation résultante que je re- 
présenterai par 

(25) \{x,r, z,u, Vo, Zo, Uo)='o ou V= G. 

Prenons la différentielle totale de cette équation (sS) et 
remplaçons dans cette différentielle dito par q^djo -f- r^dz^, du 
par pdx -h qdr-+- rdz, 

il viendra 

t (d\' d\\^ fd\ dV\ , /dV d\'\ 

\[-d^-^f'd;^)'''-^[ip-^'^in:)'''^[di-^-du) 



- ]ds 



(2C) 

J /dV d\\ /d\ dV\ 

mais les deux premières équations (3) donnent 

. df, , ^ (dt\ df, df^dq, dj^dr„\ ^ [df^ df, dr,dq„ df,d,„\, 

dx \dro du/ dq^dXo dr„dyj \dz^ du^ dq„dz„ dr^dzj 

df /df, df df,d,i, df,dr,\, [df. df df^dq, df,d,„\, 

dx \djr^ du„' dq^dy^ dr^dyj \dz^ du„ dq^dz^ dr„dZo/ 

portant ces valeurs de dy et dz dans l'équation (26) et égalant 
ensuite à zéro les coefficients des différentielles restantes 
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ilx, dy\, dz^, il viendra 

/ fd\ dv\ fd\ d\\dr /d\ d\\df, 

(d\ d\\ /dX d\'\[df^ df\ dr^dq„ df,drA 



(^7^ \ -^\-d.-^'-^.)\w^-ru:'-^'^.w;^-dfjy. 

/d\ d\\/df^ df^ df^dq„ df^drA 

[dr'^'^lû^) \d7,'^t7/''^tf,dr,^di^,d^J 

/d\ ^\{df., dj^ df^dqj, d/^dr^\ 

'\dz'^'"dil)\7T,'^d^J'''^d^,dz,'^dr,dzJ-'' 



Ces équations (27) doivent être identiques en vertu des 
équations (23), et comme celles-ci ne renferment pas les déri- 

vees -~- 1 -52-=.-—°, -— , lî faut que les termes multiplies 
dfo dz^ d}„ dz, 

par ces dérivées dans les deux dernières équations ( 27 ) se dé- 
truisent mutuellement, ce qui exige que l'on ait 

/dY ^JX\Éfl^{^H r—]i^=o 

% \dx ^ du ) dq^ ' \ dz du ) dq, 

/dv ^\ if _, l^IX .^IX\'È-o 

\ dy ^ du j dro \ dz du ) di\ ~ 

, , , . df, df, df, df, 
et, comme, par hypothèse, le déterminant --y- -j^ j-^ -j— 

n'est pas nul, on aura nécessairement 

dY dY dY dY 

et les équations (27 ) donneront ensuite 



dY dY dY dY dY dY 

dx ^ du dvo ^ du, dz, du. 



Les équations (25), (28), (29) déterminent les valeurs de 
y, z, u, p, q, r, et en conséquence elles peuvent suppléer les 
équations ( 23 ). En particulier si l'on remplace «<« par/(;-o, z,), 
l'intégrale demandée de l'équation (i)sera le résultat de l'éli- 
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minalion de }\ et de Zo entre les trois équations 

<-) v=o. (g)=o, (i;|)=o, 

f dy\ /d\\ , ,, . , 
en désignant ici par ( —j-z et ( —. — | les dérivées partielles 

de V prises par rapport à jo et z», après la substitution de 
fiXo, Zo) à Uo. 

17. On voit que la seule équation 

V = o 

satisfait à l'équation proposée (i), si l'on y regarde _j'o, Zo, ii, 
comme des constantes arbitraires. En effet, dans la solution 
générale que nous venons de développer, on reconstruit l'équa- 
tion proposée en éliminant j'o, -Zo et Uo entre l'équation (aS), les 
équations ( 28 ) et la première équation ( 29 ). Or, si, au lieu de 
considérer j'o) -^o» "o comme des variables assujetties à satisfaire 
aux deux dernières équations (29), on traite ces quantités 
comme des constantes, il est clair que les valeurs de p, q, r 
tirées de l'équation (25) seront données par les mêmes équa- 
tions qui continueront avec l'équation (25) à reproduire 
l'équaiion ( 1 ). Cette équation (25 ), qui renferme trois constantes 
arbitraires, est l'intégrale complète associée à l'intégrale géné- 
rale qui est représentée par les équations ( 3o ). 

On voit aussi que l'équation proposée (1) est satisfaite i" par 
l'équation qui résulte de l'élimination de j» entre les deux 
seules équations 

si l'on y regarde Zo comme une constante arbitraire; 2" par 
l'équation qui résulte de l'élimination de Zo entre 

si l'on regarde _;^'o comme une constante arbitraire. Car, pour 
le calcul des dérivées p, q, r, l'hypothèse de Za ou de /o con - 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. aG^i 



stanle équivaut évidemment à l'iiypothèse de ( -r— j=o ou 

de ( -r-^ I = o. Cliacune des deux solutions particulières que 

l'on obtient ainsi renferme une fonction arbitraire, mais cette 
fonction ne dépend que d'une seule quantité variable. 

Enfin, si l'on considère jo et z^ comme des paramètres liés 
entre eux par une relation quelconque, on aura encore une 
solution de l'équation (i) en éliminant, par le moyen de cette 
relation, y^ et Zo entre les deux équations 

*^* \dy,i \dzo) dy\~^' 

Tous les résultats qui précèdent sont compris dans un théo 
rème plus général que nous établirons plus loin. 

18. Comme application de ce qui précède, considérons l'é- 
quation 

u — apqr=^o, 

dans laquelle a désigne une constante. On a ici 

X = o, Y = o, Z:=o, u = I, p.— — ai/r, Q =: — npr, R = — "/"J t 
P/' -H QV -+- R/- ;^ — 3 Hf'qr = — 3 u , 

les équations à intégrer sont 

da: dr _ dz du dp __ dfj dr 

(tqr apr apq 3u p q /■ ' 

et l'on trouve de suite les intégrales 

3 - Ai 

P_ _± ^ ^ ^— ^0 _ J— .n __ z — :;„ I u^ — m;; 



y/ Uo <-'(Io ''o «i^o /'o apo q, 2 



« 



Chassant/?» au moyen de l'équation ?/„ — apoqoro=.o, il vient 



aq,i\ 
œqlry 
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L'élimination de (/a et de r^ entre ces trois équations se fait 
immédialenieni; on trouve 

a\u^—ul) =S[x — x,) ( j— j„ ){z—z,), 
€t si l'on pose 

l'intégrale générale de l'équation proposée sera le résultat de 
l'élimination de y^ et de z^ entre les trois équations 

d\ d\ 

V=o, -j-=o, -j-=o; 

on aura on outre les solutions particulières suivantes: i° V = o 
dans l'hypothèse dej*o> 2„, Uo :=f{r^, z») constantes; 2.°\ = o 

^^V , .„ . , , ^ ,- dV 

-^ =o dans 1 hypothèse de z^ constante ; 3° \ =o, -y- = o dans 

"y^o " (IZq 

1 hypothèse de j\ constante; 4" * =f'> -7-7 -t- -rr ? (jo) = o, 

dans l'hypothèse de z^ = ?(j>'o). 

19. Revenons maintenant aux équations (24), el supposons 
que les déterminants 

ifî'Jfl_^ÉÙ^, ifl'ÏL^'IÙifl, dj\df^_df^df^ 
dq» df\ di\ dqo dq^ dt\ di\ dq^ dq^ di\ dr^ dq, 

soient nuls. Nous avons vu que si les fonctions/, et/ sont 
l'une et l'autre indépendantes de r/o et de r», la fonction/ est 
aussi indépendante des mêmes quantités et que cette circon- 
stance se présente seulement dans le cas où l'équation pro- 
posée est linéaire, cas dont nous avons fait abstraction. Nous 
pouvons donc supposer que / dépend de l'une au moins des 
quantités qo et n; alors, de ce que les déterminants dont il 
s'agit sont nuls, il résulte que / et / sont des fonc- 
tions de / qui peuvent d'ailleurs contenir,dans leur expres- 
sion, X, }\, z^. Soit donc 

( 3 1 ) / = -M / j -^j Jo, «0, "0 ), f, = o[f,,x, Va, Zo, Uo ) ; 
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en portant ces valeurs dans les équations (24), et en remarquant 
que, d'après notre hypothèse, l'une au moins des dérivées 

^(/' "^/^ » ATP' . 1 

~, -7— est différente de zéro, on aura 
aqo dro 

dh __ „ „ dr^ 

'dj'-J'-^j'Tf: 



puis 



d^ d-^ „ f do d'f '' 



a<j a^ fi' " ? \ 

dj\ ^' du, *^" \dj'o ^'' duj 

d-^ ^ d-Jj ^ f d<3 d'f 

dzo~^ " diio \dzo ' " dug 

et en éliminant /s entre ces deux dernières, il vient 

(32) i'itîi _iliï.\^„ (i±^-.±t'iï\^^,. f^if^il^r]^^^ 

V^'/o'^'o 'l^o'^-To' °v'"o"'«o '''„'^"„/"' "\^->o''"o àu^iijj 

Les déterminants 

d-h d(f d^ d'jf d^ f/<P </•} d'f d-^ d(f dAi d^ 
dfa dzo dzo d)\ duo dz, dzo du^ dy^ duo duo dj-g 

ne peuvent être nuls tous les trois, car si cela avait lieu, on 
déduirait des équations (3i) une relation déterminée entre x, 
f, fi, /a ou entre x, r, z, u. Donc, à cause de l'équation (Sa), 
l'un au moins des deux derniers déterminants est différent de 
zéro, et en conséquence les équations (3i) pourront être ré- 
solues soit par rapport à Uo et z„, soit par rapport à u, et j\; 
nous admettrons la première hypothèse, et nous poserons 

( u. = 'V[x, y; z, u, r»), 
(00) \ 

{ S„ = 4'(X, f, Z, il, r,). 

Ces équations peuvent, dans le cas qui nous occupe, être sub- 
stituées à la deuxième el à la troisième des équations (sS). Si 
on les différentie, puis que l'on remplace dn^ par q^dy^-^-rodz^, 
du par pdx -\- qdy -^ rdz, et qu'ensuite on élimine dz entre 

L.vcuoix. Cille, diff., II. 18 



0\) 
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l3S équations résultâmes, il vient 



/dr dT 


d <l> d * 


cl <1 r/T 
\Jch '^' du 

., d\- 

' -dTr''' 


di d'V 

d'P 

dX„ 


dY dY 

\ dz ' du 


d '[< d ■\' 



dY dY 


d <i> rf-I'' 


d Y d Y 


rf <t> d -l' 


dz ' ' du 


~d^'^'' Itil' 


'•» 


I 


dY dY 
11 '^'' du 


d<i> d'I' 
dz du 



dx 



dy. - -7T7— "-.,. - -rx. tt:. '^^ 



Si l'on remplace clans celte équation (34) dy par sa valeur 
tirée de la première équation (23), savoir 

les coetficienls des diflerenlielles restantes dx, dy^, dz„ se- 
ront identiquement nuls en vertu des équations (23). Or la 
fonction /, dépend, comme nous l'avons vu, de l'une au moins 
des quantités ç„*, /„; donc l'expression de rfj contiendra les 

drio d(U d i\ dio 1 - • - I • 

dérivées -^i -/- <JU -j—i -7—; ces dérivées doivent en con- 
dva dzg di </-o 

séquence disparaître cfelles-mèmes, et cela ne peut arriver 
que si le coefficient de dy est identiquement nul dans l'équa- 
tion ( 34 ). Donc les coefficients des quatre différentielles sont 
nuls et en les égalant à zéro on obtiendra quatre équations 
qui, avec les deux équations (33), formeront un système 
équivalent au système (23). Les quatre équations dont nous 
venons de parler peuvent s'écrire comme il suit : 



(35; 



dY dY 
dx ' " du 


dY dY 
dy-^'idu 


dY dY 
dz ' ' du 


d<i> d^ ' 
dx "du 


d<i> d<î> ' 

dt' 

' dy. 


~ (/* d^ 
dz du 

dY 

-dy. 



L'équation (36) donnera la valeur de j-, et les équations (35) 
détermineront p, q, r. 

On voit que l'équation (36) n'est autre chose que la déri- 
vée de la première équation (33) par rapport à /,> prise en 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DL' PREMIER ORDRE. 2G7 

regardant iig comme fonction de l'o et de z,, el z^ comme une 
fonction de Vo déterminée par la deuxième équation ( 33 ). Si 
donc on pose 

(3?) "^'=/[ro. '^i^^T' -' «.r»]] — "^(-^'j' '' «. jo), 

l'intégrale cherchée de l'équation (i) sera le résultat de l'éli- 
mination de >o entre les deux équations 

(38) V=o, ^=o. 

an 

20. On reconstruit l'équation proposée fi) en éliminant 
yo entre les deux premières des équations contenues dans la 
formule (35); il s'ensuit que la seule équation 

(39) V=o 

satisfait à l'équation proposée si l'on y regarde yo comme une 
constante arbitraire. En effet, en différentiant l'équation (Sg) 
dans cette hypothèse, on reproduit les deux premières équa- 
tions (35), et celles-ci continueront à reproduire l'équaiion 
proposée par l'élimination de >o. 

Celte solution ( 39), qui s'adjoint ici à l'intégrale générale (38), 
renferme une fonction arbitraire; mais il faut remarquer que 
cette fonction arbitraire ne dépend que de la seule quantité va- 
riable 4). 

21. Pour donner un exemple du cas que nous venons 
d'examiner, considérons l'équation 

on a ici 

P.-=i, Q = — 2q, R = z, X = o, Y=o, Z=r, U = o, 

et les équations qu'il faut "intégrer sont 

dx — dy dz — du dp dq __ — dr 

I 2.q z q' 00 r ' 

18. 
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on en lire immédiatement 

P=Po, q = q9, 

puis 

r — J'o = — ^-(Joi^ — Xo), z = Zae^-^o^ u — ?^„= — q\[oc--x^) 
Cl 



r=:/-„e 



— (X— Xo) 



On a donc, entrer, j, 2, u, y\, z^, idoles deux équalions 

4 [x — ^0 ) 
Cl, par conséquent, si l'on pose 

(r — r-)' 



y=u-f{r^,ze-i^-^^))- 



4(X' — X,) 



l'intégrale cherchée de l'équation proposée sera le résultat de 
l'élimination de lo entre les deux équalions 

V=o, — -— o; 

«J'c 

on vérifie en effet facilement que la seconde équation donne la 
valeur de y, qui a été écrite plus haut. 

Enfin si l'on regarde /« comme une constante arbitraire, l'é- 
quation 'S'=o fournira une nouvelle solution de l'équation 
proposée. 

§ IV. 

22. Dans ce paragraphe nous allons nous occuper de l'inté- 

grale 1 pf/x et étudier les cas où elle cesse d'avoir une valeur 

finie et déterminée. 

Nous examinerons d'abord le cas où l'intégrale cherchée de 
l'équation (i) est représentée par un système d'équations de 
la forme 

^V dY dY d\ 

d)\ ^ du, dz, duo 
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nous supposerons, pour abréger, que la première équation soil 
■ résolue par rapport à u et l'on aura plus simplement 

r/M (IM clM cm 

M étant une fonction donnée de a:,)-, z, n, 2», Ut)', les valeurs 
(le p, q, r seront ensuite données par les équations 

^M (IM dM 

Pour reconstruire l'équation proposée (i), il faut éliminer 
fo, Za, tio entre les équations (40 et la première équation (40); 
par conséquent la différentielle totale dF du premier membre 
de cette équation s'obtiendra en ajoutant les différentielles 

, ^ ,, dM dM dM 
totales de M — «, -j— — p, -— — q,— r, respectivement 

multipliées par des facteurs ),, f^, v, p susceptibles de faire dis- 
paraître les différentielles df^, dz^, du», qui doivent être regar- 
dées ici comme indépendantes. On aura donc 

/F — (') ^ -^ . ^ f/^M d'M \ . 

i \ dx ' ' dx^ dxdy " d'xdzj 

\ f dM dm ^ d^ , d'M \ ^, 

(42) ' ~^ \ df ^ dxdx ' df ~^^drdz)^^ 



dM d'M d'M d^M 

dz dxdz dydz ' 

— \ du — ^ dp — V dq — p dr, 



^) 



dz 



et les facteurs >, -j-, v, p devront satisfaire aux trois équations 
suivantes: 

/ dM d 'M d^,l d'M __^ 

[ dj'o dxd)\ dj-dfo dzdjo 

] r/M f/'M dm dm 

^^ ' 1 dzo dxdzo dydzo dzclz^ 

f . dM d'M dm dm ^ 

\ ' duj ' dxduo dfduo dzduo 
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On lire de l'équalion (42) 

(44) -jjr/^- = dx, 

et les équations (43) donnent, par l'élimination de )., à cause 
des deux dernières équations (4o). 

(45)! 

/ / d'Vi d'-yi \ f d'M d-y] \ /dm d-M \ 

\ ''[d7d7r'''didirj-^' [77:ir,-^'''drdirj^!'\-dFdr,-^''"d7d7j=^''- 

Or si l'on considère y et z comme des fonctions de x déter- 
minées par les deux dernières équations (4o), il est clair que 
les équations (45) seront satisfaites en posant 

a = (hs , 'j = Jy, = dz , 

puisqu'elles expriment alors les différentielles des équations 
(4o); l'équation (44) nous donne en conséquence 

la dernière des équations (43) donne ensuite 

f/loC-r— r/log-— r/log-y- 

diii, , dUo , dif., , ,, a M 

— / = -, djs H j «}■ H ; dz = d log — ; — 

dx dy - dz "^ du„ 

T, , . , . , c/M , . ,,.,,,., 

Ll, comme la dérivée —,— doit se réduire a 1 unité quand on 

foit x^^x,, r^ro, s^-o, puisque M se réduit alors à u», 
on aura 

(46) -^^ r^^^=''s^: 

23. On voit par là que l'intégrale / -p dx ne peut deve- 

*^ -'"0 
nir inthiie ou indéterminée que si l'on attribue â la i'onclion 
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. c/ M 

fi};::) une forme telle, (\ue la dérivée -, — devienne nulle, 

Cl llf) 

infinie ou indéterminée après la substitution des valeurs de r 
et de z tirées des deux dernières équations (40). Mais alors il 
est évident qu'on ne saurait tirer de ces équations des valeurs 
déterminées de r et de z se réduisant à n et à z» pour x = Xo, 

puisque l'iivpothèse .t=:Xo, >-=rry'„, z = z^ doit réduire -; — 

à l'unité; les formules générales deviennent donc nécessaire- 
ment illusoires et la solution du problème proposé doit être 
fournie dans ce cas par l'une des intégrales subsidiaires qui 
accompagnent l'intégrale générale et que nous avons rencon- 
trées dans notre analyse. 

Si l'hypothèse x = ar^ fait disparaître r et z des deux der- 
nières équations (io), ces équations se réduiront à des iden- 
tités, car elles sont satisfaites quand on pose simultanément 
x=Xo,r=ro, z = Zi,; il s'ensuit que la première équaiion(4o), 
savoir u = M, ne contiendra plus jo et Zo quand on y fera 
x=Xo, puisque ses dérivées relatives à n et à ^„ deviennent 
alors identiquement nulles. Et, comme cette équation u = M 
est satisfaite quand on pose 

x = x,, r = r„ z = z,, Il = Uo=f{ro, z,), 

elle se réduira généralement pour x = x^ à uz=f[y, z), 
et en conséquence elle fournira la solution du problème 
proposé, solution qui contiendra deux constantes arbitraires j» 
et Zo- 

Supposons maintenant que l'hypothèse x=ix^ ne fasse pas 
disparaître à la fois y et z de l'une et de l'autre des deux der- 
nières équations {^o). On pourra tirer de l'une de ces équations 
la valeur de l'une des variables j et :;, et si l'on porte cette va- 
leur dans l'autre équation, celle-ci se réduira nécessairement 
à une identité pour x=Xa. Je dis alors que si l'on considère 
l'une des variables n, z^, comme une fonction arbitraire de 
l'autre, que l'on fasse par exemple z^ = ç(jo), et que l'on dé- 
signe par ?'(ro) la dérivée de <p(7o), la solution cherchée de 
l'équation (i) sera le résultat de l'élimination de y^, ^o, Wo entre 
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les quatre équations 

(48) «a=/(ro, i^o), 2o = 9(j-o); 

cette solution renferme comme on voit une fonction arbi- 
traire ep, el si l'on suppose qu'on ait remplacé dans M, tio et z^ 
par leurs valeurs tirées des équations (48), les équations (47) 
pourront s'écrire plus simplement 



Il = M, -j— := G 



Les équations (47 ) fournissent, comme on l'a déjà dit (n" 17), 
une solution de l'équation proposée (i); par conséquent, pour 
établir ce que nous venons d'avancer, il suffit de prouver que 
les équations (47 ) et (48) donnent par l'éliminaiion de Vo, z^, m„, 
une valeur de u qui se réduit a /{y, z) pour x=zxt,. 

Dans l'hypothèse où nous nous sommes placé, les deux der- 
nières équations (4o) et la deuxième équation (47) se réduisent 
pour ^ r= Xo à une seule el même équation; par conséquent, 
lorsqu'on donne à x cette valeur particulière x», les équa- 
tions (47) peuvent être remplacées par les équations (4»), 
dont les deux dernières, nous devons le répéter, rentrent 
l'une dans l'autre. Or, je dis que si, après avoir remplacé 
Ho par/(ro, 2o), on tire la valeur de 2» de l'une des deux der- 
nières équations (4o), pour la porter dans la première m = M, 
le résultai de la subslilulion sera indépendant de j». En effet, 
après cette substitution, la dérivée de M relative à j'o est 

uni dM \ uni (nisdzo 

\dj^o ' ditj \dzo " du,) d)\ 

-y- exprimant ici la dérivée de z, relative à n tirée de l'une des 
df, 

deux dernières équations ( ^o ), en y considérant j"» et z, comme 
seules variables. Mais l'expression précédente est identique- 
ment nulle en vertu des équations (4»); donc l'élimination de 
jo fait disparaître en même temps z^. Et alors il est évident que 
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l'équalion u = M se rcdiiil à u=f{)-, z ) pour x = Xo, puisque 
les équations (4o) sont idenliquemenl vérifiées quand on y fait 
slmullanémeni x = Xo, j=:^o, z -j= z^, u =zf[y\, Zq). 

24. Pour montrer un exemple très-simple de l'analyse qui 
précède, considérons l'équation 

u p q r ' 

on a ici 

X = o, Y = o, Z=:o, U = — -, P=-, = 1, U = - 

u' p- (f /•' 

et 

P lû 

Les équations différentielles à intégrer sont 

, . , , , , II' dp 11" (In lOdr 

u^dx = a^dy = r^dz = udu = — = = ; 

r 1 ^ p q r ' 

on en lire 

u p q r 



Uo po qo t\ 



\]x — Xo /r — .)"o s/z — 



\/'< 



I I I I 

Po Ço n Uo 

et à cause de — = ! — ■ -\ , on obtient immédiatement 

Uo Po qo 'o 



l'équation u = M, savoir : 



\/ '^O 77 == ^-^^ "~ -^'o "+" V/J — Jo + \/z — Zoj 
V "o 

ou 
On aura donc la solution générale demandée en joi- 
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gnanl à celle éqiialion celles que l'on en déduit en la dlfféren- 
lianl par rapporta n et à z»; on obtient ainsi 



IT 



\.T — .r„ -+- \/>- — )'„ — V'; 
q, — II, ~ 



v.r— Vo 



V'.r — .r, -!- \'r — )'o H- V - — z, 

I\ — lia " = O. 

V :; — -. 

résultai f}u'il est facile de vérifier au moyen des valeurs écrites 

f U 
plus haut. L'intégrale — | -pf/^ a ici pour valeur 

ou, en rcmplarauty^o par sa valeur en l'onction de qa, r, et u„ 

J^^ I» [ij.i\,-{ij.^r.)ii..\- 

On trouve pour lo"-7^ la même valeur, comme il est facile de 

s'en assurer. Celle valeur devient infinie quelle que soit x, si 
l'on a 

I I I 

n, ~ (j. ' /'û' 

et on voit de suite que, dans ce cas, nos formules générales 
sont illusoires. La solution demandée est alors donnée, d'a- 
près notre théorie, par l'équation qui résulte de l'élimina- 
tion de l'o, z^, lia, entre 



V-r - -r,, -i- \/r — J ,, -r- v's — So\ , , , / \''' — J-. H- V^' ~r,. -+- V''-' - '.^ 

'h -"o ^= M-?'(r„) 'o-"» : l=£ 



"o=f{ro, Zo), 

On se trouve placé dans le cas particulier que nous exami- 
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nons, si l'on prend 

la deuxième des équations du système précédent est alors 
satisfaite pour x = x^ en posant 

£ — Z. 

•^0 ^ 'o 

et l'on trouve sans difficulté que la valeur de u se réduit, 
dans la même hypothèse, à 

25. Considérons maintenant le cas où la solution générale 
demandée de l^ét] nation (i) ne se présente pas comme une 
équation résultant de l'élimination de deux variables 7,,, 2, 
entre une équation donnée et ses dérivées prises par rapport 
à j'o et par rapport à z^. Nous avons vu que, dans ce cas, l'in- 
tégrale demandée résulte de l'élimination de j, et de z^ entra 
trois équations telles que 

, it,= 'i'{x, r, z. II, Vo), 
-^ , ] ^0 — '^(•^' r» ^' "' ;>o)f 

oîi H' et* désignent des fonctions données; les valeurs da 
p, q, r sont ensuite données par les trois équations 

dw d<\> dT <-/<!' d'i- d'l> 

dx "dx d^■ " dy dz "dz 

^ ' ' d^V d'l> ^ d^i d''.> f/4' d'\> 

du "du du "du du * du 

et l'on peut évidemment reconstruire l'équation différentielle 
proposée en éliminant r^ et r^ entre les trois équations (5o), 
ou ja, To et n entre les quatre équations 



= o. 



r/M' 


r/<^ 


dx 


''\lx 


f/4- 


d<î> 



o, — I^ii -; 



f/T 


dA> 


dj-' 


^'"Th- 


dw 


d<t> 


7f7i~ 


du 
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Si i'on ajoute les différenlielles totales des équations (5i), 
après les avoir multipliées respectivement par des facteurs 
^) y-> '■>, P propres à faire disparaître dro, dr„, dû., on repro- 
duira la différentielle dF du premier membre de l'équation 
proposée, et l'on aura en conséquence 

et 

\] — ^ (J j^U^ _ , j^l^\ , [Ail-— Al^\ 

"\clx du " dx du) ' " \ f/j- du " dy du j 

à cause de la dernière équation (5o), on peut écrire 

,^, U , . f/logn dXo^D. dXosQ. f/lo^n 

(5.) _ x = .-^-f-f.— £-+v— ^-4-p • 



P dx ' ^ dr ' dz ■ ^ du 

Quant aux facteurs )., p, v, o, ils doivent satisfaire aux trois 
équations 

, d'Y d'V dw dT __ 

dx dy dz " du 

f/o ^ d<^ d^ d<î> 

dx "^ "' dj- dz ' ' du 

cî:-\Y d^<î> \ [ d'"¥ d'^ 



l ^—. r, 



dx dfg dx dy'a j \ dy dy\ dy dy\ 

d^T f/24, \ / ^/2vjr f/J,î, ^ 



\ dz dj 'o " dz d} "o / ^ \ du dy^ ° du dyj ' 

et il est évident que ces équations sont satisfaites en posant 

'j.:=dx, y.=zdy, -j^^dz, p:=du, 

les différentielles dx, dy, dz, du se rapportant au cas où l'on 
considère y, z, u comme des fonctions de x déterminées par 
les équations (49)- En conséquence, l'équation (52) donne 

U , fl?losP- , f/lo£;a , f/loen , o'iogn ,, 
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et par suite 

/"^U , , ^ (d'y d<\^ 

(53) -j^^ p-./x = logn = _log^^-r.^ 

d'y ^/<i> . , . . 
en remarquant que -^ et -^ se réduisent respectivement a ï 

et à zéro pour a: = a:o, puisque les équations (49) deviennent 
identiques pour x==^x^, y^^y^, z^=-z^, u = u„. 

C U 
26. On voit que l'intégrale / —dx no. peut cesser d avoir 

une valeur finie et déterminée que si l'on attribue à la fonc- 

dw d<i> 

tion /{j, -2) une forme telle, que la fonction —, r» -7- de- 
vienne nulle, infinie ou indéterminée, quel que soit x; mais 
puisque cette quantité doit se réduire à l'unité, pour x = Xi), 
par les conditions mômes du problème, les équations (49) 
deviennent nécessairement illusoires. Si donc on lire des deux 
premières équations de ce système les valeurs de u et de z 
pour les porter dans la troisième, celle-ci sera impropre à 
aeterminer une valeur dey se réduisant à jo pour x=x^; 
l'hypothèse xz=Xo fera donc disparaître j, et en consé- 
quence l'équation dont nous parlons se réduira à une identité, 
puisque les trois équations (49) sont vérifiées en posant 
x = x,, f = yg, z = Zo, u:=^u^. En d'autres termes, la troi- 
sième équation du système (49) est vérifiée identiquement 
pour x^=^x^, en vertu des deux autres; or l'élimination de 3^ 
entre ces trois équations conduit évidemment à deux équa- 
tions de la forme m=M, ( —^ ) = o, M étant une fonction de 

X, y\ z et dej'o, et puisque la seconde doit avoir lieu identi- 
quement pour x=^Xf, en vertu de la première, il est évident 
que l'hypolhè.se x^^r, fait disparaître jo tie M. Enfin l'équa- 
tion t<=M étant satisfaite pour xt=x„, y^y^, z^^^z^, 
u=if{y\, z^), elle donnera généralement u=f{y', z) pour 
;r=:^o- Donc, dans le cas qui nous occupe, la solution du 
problème proposé est fournie par les deux premières équa- 
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lions du système (49), ou, ce qui revient au même, par 
réqualion unique 

i^i) fin, '^ {^, y, z, n, Xo)] — ^(.s:, r, z, u, j„), 

qui renferme une constante arbitraire j,- 

27. Pour donner un exemple de ce cas, considérons l'cqua- 
lioii 

F = 2 q [p — r)- — « =r o. 
On a ici 

X=o, Y=o, Z=o, U = — I, V=.\q{p—i), 

q = -2{p-ry, i{=-^q{p—r), 

<il les équations différentielles à intégrer sont 

f/^ dy — (h (/u dp dq dr 

^(jip — ')~~ ^{p — rf~ ^qip— i)~ 3u~ p ~ q "' r' 

On tire de là 









u p 

4=^ 


= 


qo fo ' 


puis 














X - 


•X*!) 


y—.ro 




z — :; 



«l en remplaçant />« — /o par sa valeur i / — ^% il vient 

} — J\= \^ ^0), z Zo=^ — {X ^nj, U ^1= .^' ■X^o)' 

On a ensuite 

ou 

— ^dx = log -!^ i= 
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Celle inlégrale devienl infinie quel que soil .r si l'on a 

(Jo = o, 

c'esi-à-dire si iio ou /(/o, Zo) se réduil à une fonciion o( Zo) de 
Zo seule, cl il esl évidenl que nos formules deviennent illu- 
soires. Mais, dans le cas général, ces formules donneni, par 
l'élimination de qo, 

u; = 11^ — {x — X, y ( j —}\y , zo = z -h{x — X, ), 

et l'intégrale cherchée de l'équation proposée sera le résultat 
de l'élimination de >-o entre l'équation 

2 2 ' ± 

[/(jo, - + -r -.ro)f = «' — (^^' — ■"^•'Y (j — rO% 

et sa dérivée prise par rapport à j». Dans le cas où la fonc- 
tion fiy, z) se réduit à une fonction o{z) de z seule, la so- 
lution demandée est donnée, d'après notre liiéorie, par la 
seule équation précédente (jui devient 

- * ± _i 

«• =(a-— X„j= (>• — Jo)' •+ [oiZ-i-X — ^0)]"; 

on voit que cette valeur de m se réduit bienk o{z) pour x = x^. 

§ V. 

28. L'analyse développée dans les paragraphes précédents 
montre que, dans le cas de deux variables indépendantes, 
l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles esl 
le résultat de l'élimination d'une variable j'o dont dépend une 
fonction arbitraire enlre deuv équations dont l'une est la dé- 
rivée de l'autre par rapport à j'o. 11 n'y a d'exception qu'à 
l'égard des équations linéaires relativement aux dérivées par- 
tielles ; l'intégrale est alors représentée par une équation 
unique où figure une fonction arbitraire. 

Dans le cas de trois variables indépendantes, il peut se pré- 
senter trois cas : 1° l'intégrale générale est représentée par le 
système de trois équations dont deux sontles dérivées de la troi- 
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sième par rapport à deux variables auxiliaires jo, 2„; 2" l'intégrale 
générale est représentée par le système de deux équations dont 
l'une est la dérivée de l'autre par rapport à une variable auxi- 
liaire n; 3" enfin l'intégrale générale est représentée par une 
équation contenant une fonction arbitraire de deux variables. 
On a vu que ce troisième cas ne peut se présenter que si 
l'équation proposée est linéaire par rapport aux dérivées. 

Ces différentes formes sous lesquelles se présente ainsi l'in- 
tégrale générale d'une équation aux dérivées partielles sont 
inhérentes à la méthode que nous avons adoptée. On peut 
toujours, en effet, représenter l'intégrale générale d'une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre, dans le cas d'un 
nombre quelconque n de variables indépendantes, par un sys- 
tème de n équations dont l'une renferme n — i variables 
auxiliaires avec une fonction arbitraire de ces variables, et 
dont les n — i autres sont les dérivées de la première par 
rapport aux auxiliaires. 

Soit, en effet, l'équation 

( I ) F ( :r, j, z,. . ., u,p, q,r,. ..)-^o 

dans laquelle u désigne une fonction des n variables indépen- 
dantes X, y, z,. , . , et où p, q, r,..., représentent les dérivées 
partielles de u par rapport à x, j-, z,. . ., respectivement. Sup- 
posons que l'on ait trouvé une intégrale complète de cette 
équation, c'est-à-dire une solution renfermant n constantes 
arbitraires a, 6, 7, . . . , (î. Soient 

(2j V{^,7-, 3,. .., «, a, 5,7,.. ., ^:) = 0, 

celte intégrale complète. On en tirera 

,^, clY dV d\ d\ d\ d\ 

(^^ 7hc-^P-cùc=''^ ■^+^^=°' dz'^"du = ''-" 

et l'on reconstruira évidemment l'équation (i) en éliminant les 
n arbitraires a. S, 7,. . ., (î entre les équations (2 ) et (3). 
Supposons maintenant que l'on remplace l'arbitraire S par 
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une fonction arbitraire 

5=/(a, 6, 7,.. .) 

des n — I autres et que l'on considère celles-ci comme des 
variables. Il est évident que les équations (3) subsisteront, si 
l'on assujettit les arbitraires devenues variables à satisfaire aux 
n — 1 équations 

,,, dV dV dV 

^^) ^=-"^' -dï=''' 777^"'-" 

et par conséquent le système formé par les équations (2) et (4) 
représentera une solution de l'équation proposée contenant 
une fonction arbitraire de n — i variables. 

29. Considérons, par exemple, l'équation linéaire 

z --= px -^ qy, 



dans laquelle z est une fonction inconnue des variables a: etf, 
et où p el q représentent les dérivées -j^i -j-- On satisfait à 
cette équation en posant 

z = ax -f- Qy, 

a et 6 étant des constantes arbitraires; celte dernière équation 
est donc une intégrale complète, et si l'on remplace 6 par 
/(a), l'intégrale générale sera le résultat de l'élimination de a 
entre 

z = !/.x -\-yf{ct), X -\-xf\ci.) = o. 

On peut retrouver, au moyen de ces équations, la forme de 
l'intégrale à laquelle conduit l'application de la méthode ordi- 
naire. En effet, d'après la seconde équation, la fonction arbi- 

traire /'(a) est une fonction de - > a el/(«) sont donc aussi 

Lacroix, Cale, dljj'.. II. IQ 
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des fonctions de -^ ? el la première de nos deux équations donns 

X 

alors 



z l y^ 



ç désignant une fonction arbitraire. 
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NOTE m. 

SUR QUELQUES FORMULES NOUVELLES ET LEUR 

APPLICATION A LA THÉORIE DES LIGNES ET DES 

SURFACES COURRES. 



Celle Note est le résumé de deux Mémoires publiés l'un 
dans le tome XVI du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, l'autre dans les tomes XLI et XLII des Comptes 
rendus des séances de l'Académie des Sciences, 

Quelques-uns des résultats contenus dans le premier para- 
graphe font partie d'une lettre que j'ai écrite, il y a plusieurs 
années, à M. Liouville, et qu'il m'a fait l'honneur d'insérer 
dans une des Notes qu'il a publiées avec la cinquième édi- 
tion du chef-d'œuvre de Monge, V Application de l'Analyse 
à la Géométrie. 

§ I. 
Formules relatives aux lignes courbes. 

1. Considérons une courbe à double courbure rapportée à 
trois axes de coordonnées rectangulaires. Soient M un point de 
cette courbe ; MT la tangente en M ; MN la normnle principale, 
c'est-à-dire celle qui est située dans le plan osculaleur et avec 
laquelle coïncide le rayon de courbure; MLl'axedu plan oscu- 
lateur. Je désignerai par (a, 6, 7), (Ç, u, Ç), {\, p,v) les angles for- 
més avec les axes coordonnés par les droites MT, MN, ML 
respectivement; par ds la différentielle de l'arc terminé en M ; 
par di et dn les angles de contingence et de torsion; enfin, 
par p et r les rayons de courbure et de torsion, lesquels ont 
pour valeurs, comme on sait, 

, ^ ds ds 

^ ' '^ ds an 

Je me propose d'indiquer ici quelques formules par les- 
quelles on simplifie notablement la solution de diverses 

'9- 
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questions relatives à la théorie des lignes et des surfaces 
courbes. Ces formules permettent d'exprimer les différen- 
tielles des divers ordres des cosinus des trois angles a, Ç, /, 
ou G, V», p, ou 7, Ç, V, par des fonctions linéaires de ces mêmes 
cosinus dont les coefficients ne contiennent que ds, r, p et 
leurs différentielles. Je donnera/, ensuite quelques exemples 
qui suffiront pour montrer le ptirii que l'on peut tirer de ces 
formules. 

Rappelons d'abord les formules connues 



(2) 



ds:=z \J[d cos a)' -+- {dcos ^jf ^-(û^cos7)^ 
dn— \/ {d cosiy -i- [d cos nY + ( Jcosv)', 
dcos a. dcos K 

cos ç = ; = p , 

d t ds 



, dcos^j dcos^j 

(3) cosu = -^=p_^. 



d'où l'on lire 



fi? cos 7 dcos y 



fif COSa = cos 4 — ' 



/ / , ! . « ds 

(4) < a cos6 = cosu — ? 

I , ds 

I dcOi,y — COS ç 

\ p 

2. En vertu des équations (3), les équations 

COS a cos t -^ cos 6 cos y -+- COS 7 COS l, := o, 
cos \ cos ? H- COS {A COS u + COS V COS Ç -- O, 

deviennent 

^ j COS a C? COS a H- COS ê C? COS 6 -^- COS 7 (/ COS 7 = 0, 

I COS/ t/cOSa -T- COS fzrfcOSê + COSv C?C0S7 — o. 

D'ailleurs, en différentîant les suivantes : 

COS a COS l 4- cos § COS fi -h COS 7 COS v ^ O, 
COS'/ + COS^fX -+- COS-vr=: I, 
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ei ayant égard à la seconde des équations (5), il vient 

^ ( COS a d ces 'k -}- COS ê d COS fi -f- COS 7 </ COS V = O, 

1 cosX dcosl -t- COS f* rfcos u. + COSv f/cos V = O. 

On voit que les équations (6) ne différent des équations (5) 
qu'en ce que d cos a., d cosè, rfcosy y sont remplacées par 
dcosl, f/cosp, rfcosv; d'où l'on conclut que les premières 
différentielles sont proportionnelles aux dernières : on a donc 

- , dcos\ d COS n dcosv dn p 

d cos a d cos ê d COS 7 ds r 

Ces équations (7) démontrent le théorème suivant : 

Si a. et y. désignent les angles formés avec une droite fixe D 
par la tangente et par l'axe du plan osculateur en un point M 
d'une courbe à double courbure, le rapport 

d cosl 
dcos a 
est indépendant de la droite D, et sa valeur est égale au rap- 
port de la première courbure à la seconde {*). 
Des équations (4) et (7) on déduit 

j ^ - ^-^ 

rf cosX = cos ç ^i 
r 

(8) J ûfcosfA = cosu — , 



dcos V = cosç 



r 
ds 



(*) I\I. Bertrand, à qui j'avais communiqué ce théorème, l'a proposé comme 
exercice aux élèves de l'École Normale. L'un d'eux, M. Guiraudet, lui a remis la 
démonstration géométrique suivante, qui est d'une extrême simplicité : 

« La direction qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont pro- 
n portiontiels à d cos «, d cos 6, d coç y, est celle du rayon de courbure. Si l'on 
» mène par l'origine deux parallèles aux axes des deux plans osculatpu'rs inli- 
j) uiment voisins, et que l'on prenne sur cos parallèles des longuaurs OM, O.M' 
» égales à l'unité, la ligne MM' qui joindra leurs extrémités fera avec les axes 
» des angles dont les cosinus sont proportionnels à dcos)., d cos /x, dcos-j. 
)) Ainsi, pour prouver notre théorème, il suffit de montrer le parallélisme deces 
» deux directions. Or cela est évident, car le plan parallèle aux axes de deux 
» plans osculateurs voisins est parallèle au plan normal de la courbe proposée, 
Il et la droite MM' située dans ce plan est évidemment perpendiculaire à l'axe 
» du plan osculateur, et, par suite, parallèle au rayon de courbure. » 
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3. De l'équalion 

COS' H + COS* a -f- COS' ). = i , 

on lire, en différenlianl, 

, ^ dcosa. ^ dcosl 

a COS l'— — COS a COS \ ■ 

COS 4 COS 4 

el, à cause des équations (4 ) et (8), 

d COS ç = — ( COS y.dt-\- COS \dr,) 
COS a COS>. \ , 

ds', 



on a donc les trois nouvelles équations 

/' , ^ / COS a COS ^\ , 

d COS ? = — 1 ds, 

i \ P ^ / 

, , I , / COS C COS y. \ , 

(9) X^^^^^'-^X'o ' v)' 

I , /COS 7 COSv\ , 

d COS C.= — [ H ds ; 

\ \ ? '' y 

d'où l'on tire 

(10) (f/C0Sf)^H-{c^C0S v)'+(6?C0S 1)'= I— +-) ds^ 

Divisant les équations (g) par é?5, différentiant ensuite, et 
ayant égard aux équations (4) et (8), on obtient les suivantes : 

/ ,f/cos? / I l\ ^ j ( , I , ^ 7 '\ 

d — -, — = — — 1 — COS Ids — COS ot.d--\- cos ). « - . 

\ ds \p^ /'-/ \ p rj 

, J jdcosyj / I I \ , / -, I , i\ 

(ii)^ d — ; — z= — — I COS y ds — cos "5 a — hcosy.f/- , 

I ds \?' 'V \ p '7 

\ jdCOSC / I l\ .^ j f , I , ; i\ 

d : = — 1 I COS C,ds — COS 7 d h COS V rf - • 

\ ds \p^ r'J V p r 



k. Des formules qui précèdent, découlent immédiatement 
deux théorèmes remarquables. Le premier de ces théorèmes, 
qu'on établit facilement par des considérations géométriques. 
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a étédémonlré analjliquemenl par M. Puiseux {voir le lome Vi 
du Journal de M. Liouville). Il consiste en ce que l'hélice or- 
dinaire est la seule courbe dont les deux courbures sont con- 
stantes. Le second théorème est dû à M. Bertrand, qui l'a dé- 
montré géométriquement; il consiste en ce que les courbes 
dont les deux courbures ont un rapport constant sont des hélices 
tracées sur un cylindre à base quelconque. 

Le premier des deux théorèmes dont il vient d'être question 
résulte immédiatement des équations ( 1 1 ), qui, en faisant, pour 
abréger, 



I I I 



et prenant ds pour la différentielle constante, donnent, si r 
et p sont constants, 

d^cosl 



[^■2) 




I 

cosï:. 



En intégrant, on a 



s , . ^ 

cos H = cos a cos h cos a sm — » 

m m 

s s 

cos y = cos b cos h cos b' sin — ? 

Ini m 

s , ■ s 

cos <; = cos c cos h cos c sm — j 
. ni m 

en désignant par a, 6, c, a', b', c' les angles formés avec les 
axes par deux droites arbitraires D et D' perpendiculaires entre 
elles. Si x,f, z représentent les coordonnées de la courbe, 
on a 

f/rosa d-x 

'^''^"=p-dr=^'ds^'' 
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les équations (i3) donnent alors, en intégrant, 

I clx ( s s \ 

l p -T- = m cos a sin cos a' cos — ) -f- n cos n" , 



ds 



m m 



.4) oi 



('4) ■\ P-T- = "M cos b sin cos // cos — ) -f-n cos b" , 

^ ' as \ m m I 



dz .s , s . 

I p -^ = 7ji cos c sin cos c cos — ] -\-n cos c , 

\ ds \ m m 



où n désigne le radical \/p- — ni', et a" , b" , c" les angles formés 
avec les axes par une droite D" perpendiculaire aux droites D 
et W. Si l'on fait coïncider les droites rectangulaires D, D', D" 
avec les axes des a;, des 7' et des z, les équations ( i4) se rédui- 
ront à 

dx . s 

n —j- =z m sin — •> 
' ds m 



dy s 

-T- = — m cos — 
ds ni 



dz 
P-ds=''' 



d'où, en intégrant. 



/7?. s 

X — Xo^= cos — ? 

p m 

m' , s 

T — V^ = sin — 

•^ -^ p m 



ou, en transportant l'origine au point arbitraire {xo, y^, ^o) et 
éliminant 5, 



m' 


z 




m'' . z 




■ cos •> 


r = 


sin 





mn 







(i5) X — 

Ce sont les équations de l'hélice ordinaire. 

5. Le second des deux théorèmes dont il a été question au 
numéro précédent, se démontre très-facilement en faisant 
usage des équations (7). Nous nous proposons de trouver les 
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courbes dont les deux courbures ont un rapport conslanl k. 
On a 

(16) dn = kdc, 
ei, par suite, en vertu des équations (7), 

[ dcos'k — Ac?cosa = o, 

(17) I C?COStx — Itdcosfj = o, 
[ d cosv — hd COS7 = o ; 

réciproquement, l'une des équations (17) entraîne l'équa- 
tion (i6). En intégrant, on a 

cosX — Il cosa = constante, 
cos/A — /r cos§ = constante, 
cosv — Il C0S7 = constante ; 

la somme des carrés des premiers membres ayant pour valeur 
i-f-/i% on aura 



COSX — /rCOSa= sjl-h l>^ cosa', 

cos/x — /rcos6= v^i-i-/.= cos6', 
COSv — /< COS7 1= y/ 1 -1- A' COS7', 



ou bien 



COS). = /,- cosa H- y/ 1 -t- /i^ COSa', 



(18) < COSfx = Il COSê H- V I H- /'■' CO36', 

( COSi' = II' COS7 -h \/ IH- /i ' COS7' ; 

a', ê, 7' étant les angles formés avec les axes par une droite 
fixe arbitraire. Si l'on prend cette droite pour axe des z, les 
équations (18) deviennent 

( COS^L = /rcosa, 
(iq\ / cos*E= AcosS, 

( COSv = k COS7 -+- \/i H- k'; 

élevant au carré ces équations (19) et ajoutant les résultats, 
on a 

— /,- 

(20) COS7 = — -r :r-^» 
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d'où 

,ai) cosv = 

s/i4-/.-^ 

L'équation (20) montre que la tangente à la courbe considé- 
rée fait un angle constant avec l'axe des z; c'est donc une 
hélice tracée sur le cylindre qui la projette sur le plan des xy- 

;1 est facile de voir que, réciproquement pour toute hélice, 
c'est-à-dire pour toute courbe qui satisfait à l'équation (20), 
l'équation (16) a lieu. En effet, 7 étant constant, les équa- 
tions (3) montrent que cosi; est nul, donc la normale princi- 
pale est constamment perpendiculaire à l'axe des z : alors l'é- 
quation (20) entraine l'équation (21) à cause de 

cos'Ç H- cos=7 -h cos'v := I . 
D'après cela, on a 

COS'). -+- COS'fA ^= 

COS-a -H COS^ë = j-y 

I H- A ' 

f' 

COSaCOS). H-COSS COSlJ.= r-; 

^ I H- /, ^ 

en ajoutant ces équations, après avoir multiplié la seconde par 
II- et la troisième par — a/r, il vient 

(cos). — /rcosy.)--i-(cos.ot — /rcosê)' = o, 

d'où l'on conclut les équations (ig), et, par suite, les équa- 
tions (17) et (16). 

Il est facile d'établir maintenant que la projection sur le plan 
des ^jde la courbe qu'on vient d'étudier, est un cercle si les 
deux rayons de courbure et de torsion sont eux-mêmes con- 
stants, ce qui donnera une nouvelle démonstration du théo- 
rème établi au n" 4. 

En effet, à cause des équations (19), les équations (9) don- 
nent 

dcos^ := 
dcosu = ■ 



(l + ^î^ 


cos 7. cls = — ■ - ajc, 


G-^) 


\ cos S «5 = '-- dy; 
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d'où, en inlégranl et désignant par x^, jo deux constantes, 

X — ^0— r- — : cost, 

J— ro = — ;:^^, cosu. 
Élevant au carré et ajoutant, il vient, à cause de cosç^o, 

ce qu'il fallait démontrer. 

6. L'équation du plan normal en un point M [x, y, z) d'une 
courbe à double courbure, est 

(22) (^, — x) cosa-h (j-, — y) cosS-f- (3, — z) cos7=o. 

Différentions cette équation par rapport à la variable indé- 
pendante douter, y, z, a, S, 7, etc., sont fonctions, on aura 

{x, — x) dcosj.-\-{y\ — y)dcos&-\-{zi — ;;)(/cos7 = ds, 

ou 

(23) [x, — x)cosl 4-(j-i — )-)cosy H-(:^, — s)cos!; = p. 

Le système des équations (22) et (23) appartient à l'inter- 
section du plan normal au point M et du plan normal infini 
ment voisin, ou, si l'on veut, à l'axe du cercle osculateur qu'on 
nomme aussi droite polaire. En différentiant de même l'équa- 
tion (23), il vient 

[x, — x)d cos l + ( j'i — y) d cosu -f- ( ^1 — z)d cosÇ = do, 

car dx cos'E, -{- dy cos^ -^ dz cosÇ est nulle; en faisant usage 
des équations (9) et ayant égard à l'équation (22), la dernière 
équation devient 

{24} (^"i — a:)cos)i-h(/, — y) cospi ^- (3, — z) cosv = — r-j- 
Le système des équations (22), (23), (24) représente l'in- 
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lerseclion de trois plans normaux infiniment voisins, c'est-à- 
dire le centre de la sphère osculatrice au point M, Si l'on ajoute 
ces trois équations, après les avoirmultipliées respectivement, 
d'abord par cosa, cosÇ, cos)., puis par cosS, cosu, cosp., puis 
enfin par cos 7, cosÇ, cosv, il vient 

dp 

Xi — ^ = P cosÇ — r-f cos>, 
ds 

(2.5) ^ j', — >-=fiCOSu — r-j-cosi)., 

dp 

Zi — z =:p cos!; — r-f- cosv. 
■^ ds 

En élevant les équations (sS) au carré, et désignant par R le 
rayon de la sphère osculatrice, on a 

(.6) R-=f-^'è'- 

De là résulte ce théorème : 

Si une courbe est tracée sur une sphère, la quantité p- -f- r' -f^ 

est constante en chaque point et égale au carré du rayon de 
la sphère. 
Réciproquement : 

Si en chaque point d'une courbe la quantité o'' -\- r- -—- 

est constante, la courbe est sphérique, à moins que son rayon 
de courbure p ne soit constant. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de différenlier les 
équations (sS). On trouve ainsi, en se servant des formules 
données précédemment, 



>1) 



Ainsi la condition pour que le centre de la sphère oscula- 



dxi = 


- j^^^-^^^(4)]'°^'' 


dr^=- 


_ tds + d{^r^^'jcos^. 


dz, = 


— - ds + ^^ ( '^ "7' ) cosv. 



DES LIGNES ET DES SURFACES COURBES. 298 

trice soit le même pour les différents points de la courbe est 



r \ ds 

elle n'est pas satisfaite si p = une constante. Elle devient in- 

légrable en la multipliant par ^r-p» et l'on trouve 

&= H- r- —j- = constante, 
' lis' 

équation qui est satisfaite par p = une constante. En excluant 
ce cas, on voit que si la précédente équation a lieu, les quan- 
tités ^, , /, , z,, R sont constantes pour tous les points de la 
courbe proposée; cette dernière est donc tout entière située 
sur une sphère fixe(*). 
Les équations (27) peuvent servir à démontrer ce théorème 

(*) M. Bertrand m'a donné de ces résultats une démonstration géométrique 
fort simple, fondée sur des considérations dont il a déjà plusieurs l'ois fait usage. 
Je crois devoir la transcrire ici : , 

« ISommons p le rayon de courbure d'une courbe, s' l'arc de la courbe lieu 

n de ses centres de courbure : le triangle infinitésimal formé par l'arc ds' , la 

» normale principale qui aboutit à Tune de ses extrémités, et la perpendicu- 

11 laire abaissée sur celte normale par l'autre extrémité de ds', montre que le 

dp 
» cosinus de l'angle formé par l'arc s' avec le r;iyon p est égal à - ,• Si l'on rc- 

>i marque que le rayon p est tangent à la surface développahle lieu des axes des 
» cercles osculateurs sur laquelle estsitué l'arc rfi', et qu'il coupe à angle droit 

» la génératrice correspondante, on en conclutque -—7 est aussi le sinus de l'aj^- 

» gleque ds' forme avec cette génératrice, et que, par suite, dp est la distance 
• ■■ de l'une des extrémités de ds' à la génératrice qui passe par l'autre extrémité; 
j mais l'angle de deux génératrices égal à l'angle de deux plans osculateurs de 

» la courbe proposée, est mesuré par — » en désignant par ds l'arc infiniment 

» petit de cette courbe et par - sa seconde courbure. Si donc on nomme u la 

n distance de l'arc ds' au point où se coupent les deux axes consécutifs, on aura 

di dp 

dp = u — •) u^r —^' 
' r ds 

n Or le rayon p, la distance u et le rayon R de la sphère oscujatrice (ornient 
» évidemment un triangle rectangle; donc 

' db' 

» Si l'on porte sur des normales à une courbe une longueur constante, la courbe 
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connu, que le lieu des centres des sphères osculatrices d'une 
courbe quelconque est l'arête de rebroussement de la surface 
développnble lieu des droites polaires ou axes des cercles os- 
culateurs. 

S'il s'agit d'une courbe dont le rayon de courbure p est con- 
stant, mais seulement dans ce cas, les équations (25) se ré- 
duisent à 

X. ■ — X =: cos 2 , 

j, — y~ =-^ p cos u , 

Zi — z zz^ p cos i; ; 

ce qui montre que le centre de la sphère osculalrice coïncide 
avec le centre de courbure; d'où l'on conclut ce théorème: 
Si une courbe à double courbure a son rayon de courbure 
constant, le lieu des centres de courbure se conjond ai'ec l'a- 
ré te de rebroussement de la surface enveloppe des plans nor- 
maux, et réciproquement. 

7. Considérons une courbe située sur une sphère de rayon a 
et dont le centre est à l'origine des coordonnées; on aura 

' US- 

et, comme les coordonnées x^,j\ , Zy sont constamment nulles, 
les équations (aS) deviennent 

• ^ . do 

x^ — P cos Ç H- /■ -7- cos A , 
' ds 



>9) \t=^ — p COSy -f- /'-^COS u, 

do 

\ z ~. ■ — p cos 'C -1- /'—,'- cos V . 
^ ^ ds 



» lieu (ie leurs extrémités les coupe toutes à angle droit; si donc R est constant, 
» l'arête de rebroussement de la surface développable doit, si elle ne se réduit pas 
« à un point, couper à angle droit les normales de la courbe proposée qui pas- 
I. sent par les différents points, ces normales sont donc perpendiculaires à l'axe 
B des cercles osculateurs et sont, par conséquent, des normales principales; 
» B se confond donc avec p, et l'on a 

p =; constante. » 
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Il est facile de voir que les courbes sphériques de courbure 
constante sont des cercles. En effet, si p est constant, l'équa- 
tion (28] montre que l'on a r=co ou p = rt. Dansle premier 
cas, il est évident que la courbe est une circonférence, puis- 
qu'elle est plane. Dans le second cas, où p = «, les équations 
(29) donnent. 

x= — rtcos?, r= — acosv, z= — «cosi;. 

D'ailleurs, en prenant l'arc s de la courbe pour variable in- 
dépendante, cos?, cos u, ces <; sont proportionnels à d^x^ 
d\i-, d'' z; on a donc 

)d-z — zd-y=: o, zd'^x — xd^z — o, xd'^y — yd''x — o. 

Intégrant et désignant par A, B, C des constantes, il vient 

1 dz — zd}^ = A ds , zdx — xdz = B f/^ , xdy — ydx = C ds ; 

enfin, en ajoutant ces équations respectivemer.t multipliées 
par X, y, z, il vient 

A X -h B r -i-C z = o, 

qui est l'équation du plan d'un grand cercle. 

La recherche des courbes sphériques dont le rayon de 
torsion r est constant, présente plus de difficulté. Je me bor- 
nerai à montrer que ce problème dépend de l'intégration d'une 
seule équation différentielle du deuxième ordre. 

Si r est constant, l'équation (28) s'intègre, et donne 



ou simplement, 



. ^ — ^0 
p=^«sm — ; — 



, s 
p-:=a sm - ? 



puisque l'origine des arcs s est arbitraire. On déduit de là 

do s 

r-r- = a cos - » 

as r 
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el les équations (29) donnent 

X s ^ . s d cos \ 

- =; COS - COS >. — r sin -, — 5 

a r r as 

., , ) y s . s d COS II 

3o) <- = cos-cos« — rsin , '- , 

a r ' r ds 

z s . s d COS V 

- = cos-cosv — rsin ^ — • 

a r r ds 

Le problème est ainsi ramené à exprimer cos )., cos f*, cos v 
en fonction de s, car les équations (3o) donneront ensuite x, 
y, z en fonction de cette variable. 
La première des équations (9), savoir, 

/cos a rosX\ 

rfcos^ = — 1 ds. 

\ P r } 

donne, à cause de 

d cos ). I 

cos? = r — -. — et cosa=v'i — cos'). — cos'?, 

et en prenant toujours s pour variable indépendante, 
d^ cos ). 



r I . /dcos\\' 



, . , cos / 
ds 



ou, en remplaçant p par sa valeur a sin - ? 



A / . /(/cos>\^ 

,.j + ry^i-cos->,-r-(^-^j 



s f f/-cos). 
a sni- ( r' — — h cos à ) + r V / i — cos-' >. — r' | — ; — 1 = o. 



On peut prendre pour unité le rayon r de torsion, el l'on 
voit alors que l'équation différentielle du deuxième ordre 



f(/''j \ I d 



;3i) «sin5 ( -p; 4-^ ) 4- 4 / I — 1= 7^=0 



est satisfaite par ç = cos)., =cos 'j., = cosv. 

En combinant l'équation (3 1) avec celle qu'on en déduit par 
la diflérentiation, on obtient une équation linéaire du troi- 
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sième ordre, mais l'intégration de celte équation paraît offrir 
de grandes diffic-ultés. 

8. Dans un Mémoire inséré au tome XV du Journal de 
M. Liouville, M. Bertrand a démontré que les normales />rm- 
cipales d'une courbe à double courbure donnée ne peuvent 
être les normales principales d'une autre courbe, à moins qu'il 
n'existe une relation linéaire entre les deux courbures de la 
courbe donnée. On démontre ce théorème d'une manière très- 
simple et très-élégante en faisant usage des formules obtenues 
plus haut. 

Soient x, y\ z les coordonnées rectangulaires de la courbe 
donnée, et cherchons la condition pour que les normales 
|)rincipales de cette courbe soient aussi celles d'une autre 
courbe. Désignons par x^, ji , s, les coordonnées de celte 
deuxième courbe, par ds^ la différentielle de l'arc, et f/si l'an- 
gle de contingence. 

On doit avoir, a étant une constante, 

(Sa) Xi - r -acosÇ, 

'33) d —7-^ ~ cosldii. 

ds, 

Différentianiréqualion(32), il vient, à cause de Jjc — </5C0sa, 

dxi -- ( f ) cos « cos À ds : 

de cette équation et des deux autres semblables relatives aux 
a\es des j- et des 2, on déduit 



ds, — sJ(\—-\-^-^ds=\kds; 

on n, d'après cela, 

dxi I fV <^i-\ « ^^ 

-7— = -î7 I cos y. cos X : 

ds, R L\ ?! '' J 

différentiant cette dernière équation et comparant le résultat 

Lacroix, Cale, diff., \\. 20 
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avec l'équation (33), il vient 



Il est évident que celle équation aura lieu encore si l'on rem- 
place a, \, ^ par S, p, u ou par 7, v, i; respectivement ; d'où il 
suit que les coefficients de cos Ç, cos a, cos \ sont nuls. On a 
donc 

ds 



(35) r'^^7-^i'-7JX = 



, 1 I d\\ 

d -~ 

r r 11 



Ces équations (35) sont le résultat de l'élimination de ^,, ji, 2, , 
entre les équations (32), (33) et les quatre semblables rela- 
tives aux axes des j et des z. Les deux dernières ne contien- 
nent que p et r, car 



"=\/i'-7y-p 



et elles conduisent au même résultat par l'intégration. On dé- 
duit de l'une ou de l'autre 

36) -+^^=1, 

P /■ 

b désignant la constante arbitraire. Telle est la condition à la- 
quelle doit satisfaire la courbe donnée pour que ses normales 
principales appartiennent à une autre courbe. Quant à la pre- 
mière des équations (35), elle fait connaître l'angle de contin- 
gence de, de la seconde courbe. 

§ IL 
Sur les Uanes de courbure des surfaces. 

9. Considérons une courne C située sur une surface S. 
Désignons par a, 6, 7 les angles que forme avec trois axes 
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rectangulaires, la tangente à la courbe C au point {x, y, z); 
par Ç, y, Ç et l, a, v, les angles formés avec les mêmes axes par 
la normale principale et par l'axe du plan osculaleur. Soient 
aussi dseidrj les angles de contingence et de torsion. Les onze 
angles qui viennent d'être définis et les coordonnées x, j, z 
doivent être considérés comme des fonctions d'un paramètre 
dont les diverses valeurs répondent aux différents points de la 
courbe C. 

Soient a', 6', 7' les angles formés avec les axes par la nor- 
male de la surface S au point {x, j, z ) de la courbe. C. On 
peut assigner une courbe C dont les points correspondent 
aux points de la courbe C et telle que la tangente au point 
{x',r', 2') qui correspond à {x,y, z) fasse avec les axes les 
angles a', 6', 7'. Si la courbe C est une ligne de courbure de 
la surface S', les normales à celte surface aux différents points 
de la courbe C forment une surface développable dont l'arête 
de rebroussement peut être prise pour la courbe C. Dans tous 
les cas, la courbe C étant définie comme il vient d'être dit, 
nous désignerons par ^', u', 'C et V, p', v' les angles que for- 
ment avec les axes la normale principale et l'axe du plan oscula- 
leur de cette courbe C; par ds' et dn' les angles de contin- 
gence et de torsion. 

Cela posé, on peut écrire les trois groupes suivants de for- 
mules par lesquelles les angles w el cj se trouvent complète- 
ment définis. 

iCOS a COS k' -\- COS ê COS ê' -h COS 7 COS 7' = O, 
COSa COSç' H- COS 6 COS u'n- COS 7 cosi;' =:sir-w, 
COS a COS /'H- COS 6 COS fi' -h COS 7 COSv' =:COSw ; 

1 COS ?cosa' H- COS u COS 6' -h cosi; COS 7' = — sin cr, 

(2j < COS Ç COS ^' -I- COS u COS y' H- cosi; COS ?' = — COScjCOSm, 

\ COS l COS V -\- COS u COS i/.' + COS î; COS •/ =z cos cr sin w ; 

I COS )> COS a'-i- COS f* C0S6'-t-C0S v COS7' = COS cjj 

(3) ) COS > COS Ç' 4- COS f* COS y' -h COSv cosi;' = — sincTCOsoj, 
[ cos). COS V -h COS fx cos f/.'-l- COSV cos •/ = -!- sin ûT sin w. 

20. 
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La différenlialion de ces équations conduit aux trois sui- 
vantes : 

/ Sin&J ^/c'^::: Sin CTf/e, 

(4) \ dn'-^d(ù:= — cosn Je, 

( dzj =^ dr, -+- cos w ds'. 

10. La dernière é^quaiion (4) fournit un théorème remarqua- 
ble. Je dis d'abord que si la courbe C est une ligne de courbure 
de la surface S, l'angle w = go", et réciproquement. Désignons 
en effet par X, Y, Z les coordonnées d'un point quelconque 
de la normale menée à la surface S par le point (.r, 7% z) de 
la courbe C, et par R la dislance des deux points (X, Y, Z), 
{x, r, z ), on aura 

X — ^-hRcosa'nzo, Y— j-f- Rcos S'^ o, Z — 3-J-RcOS7'= o; 

pour exprimer que celte normale est rencontrée au point 
(X, Y, Z) par la normale menée à S en un point infiniment 
voisin de {x, j", z) pris comme celui-ci sur la courbe C, il suf- 
fira de diflérentier les équations précédentes en coiisidérani 
X, Y, Z et R comme constantes. On a ainsi 

RcOstdz'=dsCOScr., RcOSu'f/e'=:t/5COS6, RCOSÇ' de':^dsCOS'/, 

d'où 

Rde' = ds, 
et 

cosç' = cosa, cosu'=cos6, cosÇ' = cosv. 

^Les formules (1) montrent que ces dernières équations équi- 
valent à 

sin w — - I , ou cos w ^r: o, ou w = 90". 

D'après cela, et en se reportant aux formules (4), on voit que 
l'équaiion 

exprime la condition néceî-saire et suffisante pour que C soii 
une ligne de courbure de S. Mais ct désigne évidemment 
[première équation (3)] l'angle que le plan osculateur de C 
fait avec le plan tangent de S, ou avec la surface S elle-même. 
On peut donc énoncer le théorème suivant, dû à Lancret: 

L'angle de torsion d'une ligne de courbure d'une surface 
est la différentielle de l'angle que fait avec la surface le 
plan osculateur de la ligne de courbure. 
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Et réciproquement , 

Une ligne tracée sur une surface est une ligne de courbure 
(fe la surface, si l'angle de torsion est la différentielle de 
l'angle que fait avec la surface le plan osculateur de la ligne. 

Si l'on suppose que la courbe C soit plane, on a f/>3 = o et, 
par suite, l'équation f/nr = dn donne cr =: constante. On a donc 
le théorème suivant qui est un cas particulier du précédent et 
que Joachimsthal a démontré directement: 

Si une ligne de courbure d'une surface est plane, le plan 
de cette ligne de courbure coupe la surface partout sous h- 
même anale. 

El réciproquement. 

Si un plan coupe une surface partout sous le même angle, 
r intersection est une ligne de courbure de la surface. 

On peut encore déduire de ce qui précède une propriété 
curieuse. La courbe C étant ligne de courbure de S, on a, 
comme on a vu, «^90" et par suite f/w = o; les deux pre- 
mières équations (4) donnent alors 

di'^siïÏTjdz, dr/ — — COScj^î, -;— = — laUL^rr, 

^s' ... 

ce qui montre que -7-7 est constant si la courbe C est plane. On 

Clr, ' 

a donc ce théorème ; 

Si une ligne de courbure d'une surface est plane, les nor- 
males de la surface aux points de la ligne de courbure for- 
ment une surface développable dont l'arête de rebroussement 
jouit de la propriété que ses deux courbures ont un rap- 
port constant. Cette arête de rebroussement est donc une hé- 
lice tracée sur un cylindre à base quelconque. 

11. Supposons que la courbe C soit l'intersection de la sur- 
face S par une autre surface S, ; désignons par w,, cr,, s' et ■/{ 
les valeurs qu'il faut mettre au lieu de w, ci, s', r/ quand on 
substitues, à S. On aura 

</cT= rfn 4-COSwf/i', dTj, = f/»3 4-COSw, de\, 
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d'où, en faisant - — ct, ^ V, 

c?V= cosoids' — cos w, de\ . 

11 est aisé de voir que V est l'angle sous lequel se coupent 
les surfaces S et S,, car le cosinus de cet angle est la somme 
des produits des cosinus des angles que font les normales aux 
surfaces S et S, avec trois axes rectangulaires quelconques. Si 
l'on prend pour ceux-ci les trois droites (a, 6, 7) , ( ?, u, !; ), ( 1, f/, v), 
on trouve immédiatement que le cosinus dont il s'agit est égal 
à coscj cosct, H-sin ct sino,, c'est-à-dire égal à cos (n — cr,). 

Si la courbe C est ligne de courbure de S et de S,, cos w et 
coso), sont nuls, on a donc 

f/V = o et V= constante. 

Réciproquement si V est constante et si l'un des cosinus cos w 
et cos w, est nul, l'autre est aussi nécessairement nul. On a 
donc ce théorème : 

Si l'intersection de deux surfaces est une ligne de cour- 
bure de chacune d'elles, ces deux surfaces se coupent partout 
sous le même anale. 

Et réciproquement , 

Si deux surfaces se coupent partout sous le même angle et 
si l'intersection est une ligne de courbure de l'une des sur- 
faces, elle sera aussi une ligne de courbure de l'autre sur- 
face. 

Supposons que l'une des deux surfaces se réduise à un plan ou 
à une Sphère; toute ligne plane ou sphérique peut être consi- 
dérée comme une ligne de courbure du plan ou de la sphère 
sur laquelle elle se trouve. On a donc ce théorème qui com- 
prend l'un de ceux énoncés précédemment : 

Si une ligne de courbure d'une surface est plane ou sphé- 
rique, le plan ou la sphère qui contient cette ligne, coupe la 
surface partout sous le même angle. 

El réciproquement, 

Si un plan ou une sphère coupe une surface partout sous 
le même angle, l'intersection est une ligne de courbure de la 
surface. 
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On peut ajouter la proposition suivante : 

Une ligne de courbure d'une surface ne peut être ligne 
géodésique sur cette surface que si elle est plane, et dans ce 
cas il faut encore que le plan de la ligne de courbure soit nor- 
mal à la surface ; cette condition est évidemment suffisante. 

En effet, reprenons les équations (4)- Pour que la courbe C 
soit ligne géodésique de S, il faut et il suffit que cr soit égal con- 
stamment à 90°; on a alors dts = o, et la troisième équation 
(2) devient 

dn-\- cos oidz' =^ o. 

Pour que cette ligne géodésique soit ligne de courbure, il 
faut que cos w =: o et par suite dn = o. 

§ III. 

Recherche des surfaces dont les lignes de courbure de Vun des 
systèmes sont planes ou sphériques. 

12. Sur les trajectoires orthogonales d'un plan mobile. 
La recherche des surfaces pour lesquelles les lignes de l'une 
des courbures sont situées dans des plans normaux à la surface, 
se ramène immédiatement à la détermination des trajectoires 
orthogonales d'un plan mobile. L'intégration dont dépend la 
solution de ce problème peut être effectuée d'une manière 
très-élégante au moyen des formules que nous avons établies 
dans le § I; c'est ce que je me propose de montrer ici. 

Désignons par x, y, z des coordonnées rectangulaires; par 
a, 6, 7; £, u, Ç; 1, fi, V les angles formés avec les axes par la 
tangente de la trajectoire orthogonale du plan mobile, par la 
normale principale (direction du rayon de courbure) et par 
l'axe du plan osculaleur. Soient aussi ds la différenlielle de 
l'arc de la trajectoire, dt l'angle de deux tangentes infiniment 
voisines, et dr, l'angle de deux plans osculateurs infiniment 

voisins. On aura ces trois formules relatives à l'axe des x, 

\ 

j [ C?COS a == cosç di. , 

( I ) ] d cos \ — cos c dn , 

( f/cOSÇ= — COSaf/s — COSldn, 
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et six autres semblables relatives aux axes des j et des z; on 
a, en outre, 



l dz ~ \'{ il cos y.)' -^[ d cos § )' H- (f/ COS7 )^ 

( 2 ) s 

( r/n^ v'(^cos/ )--}-(rfcosp.)^4-(c/cosv)-. 

Cela posé, l'équalion du plan mobile sera 

(3) ^ COSx -h JCOS o + 2 COS7 = f«, 

oij l'on doit considérer a, 8, 7 et n comme des fonctions d'un 
paramètre variable t; et, pour obtenir les trajectoires ortho- 
gonales, il faudra intégrer les équations 

(4) dx =^ds cos y., d}- =:^ ds cos^, dz = ds cos y. 
A cet effet, nous poserons 

(5) ^cos). -h rcos y. -:- z cos'j = U; 

en différentiant deux fois cette équation (5), et ayant égard aux 
équations (i) et (4), il vient 

(o) ^cos ^ -|-rcos-j-{-2Cos!; = -7— 5 

a ■/) 



(7) ^COSa -1-JCOS^ -f- 2 cos 7 = — 






La comparaison des équations (3) et (7) donne 
(/U 

(8) _^ + u=.-^/4^. 

dn dr, 

Sans fixer la quantité que nous choisissons pour le paramè- 
tre t, nous pouvons prendre n pour variable indépendante, et 
poser 

(9) ^-J^ = ^{^)-r-'i"{-'i), 

(p" désignant la deuxième dérivée de la fonction ç; alors l'inté- 
grale de l'équation (8) est 

(10) U = A sin 75 -hB cos ■// — 'y(/,}> 
A et B étant deux constantes arbitraires. 
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11 résulte de là que, si l'on pose 
(il) V =a: cos)i4-jcosu.-t-2 cosv-f-çp(»]) — Asin>î — B cosr., 

les équations (5), (6) et (7) qui appartiennent à la trajectoire 
(lu plan mobile seront équivalentes aux trois suivantes : 

car les termes qui proviennent de la variation de x, y-, z 

d\ ,- . 
dans V et dans —j- se détruisent mutuellement. 
ut 



Nous ferons 



CC,9,/.=z -, COS 'J. 



fin 



v^-h/"^+/'(0 ' ^t^r--hfit} 



COS V = 



Vl-r-Z=-i-.r(/) 

d'où il résulte 

en désignant par/une fonction du paramètre t et par/' la dé- 
rivée de celte fonction. Si, en outre, on met dans l'équa- 
tion (i i), F(^) au lieu de o (v:), 9 et*(ô)aulieude AetB, il vient 

(r-î) V = î^-^^ZIf).^'-hF(/)-Osin.-.KO)cos., 

où 71 représente la valeur donnée par l'équation (i3). Et si l'on 
élimine ^ et 9 entre les équations 

/ rx ^r d\ d'Y 

(-) V^o, -^ = 0, -^=0, 

on obtiendra l'équation générale des surfaces pour lesquelles 
les lignes de l'une des courbures sont dans des plans normaux 
à la surface; les équations (i5) renferment trois fonctions ar- 
bitraires,/, F et <i). 11 est clair que notre analyse exclut le cas 
où les lignes de la deuxième courbure sont planes. 

On peut obtenir un résultat plus simple encore dans le cas 
particulier où les plans des lignes de la première courbure 
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passent par un point fixe. En plaçant l'origine des coordon- 
nées en ce point, on a u = o, et lo fonction o de l'équaiion ( i o) 
est nulle. Si l'on pose 

W = V sin « -i — T— ces ri, 

Clr, 

on pourra aux équations (12), c'est-à-dire aux équations (5), 
(6) et {7), substituer les trois 

\V=o, —-— = 0, ^' -;- r' -f- 2= =z A' + B% 

dont la dernière s'obtient en ajoutant (5), (6), (7) après les 
avoir élevées au carré. Or, on désignant par/(/) une fonction 
du paramètre t et faisant 

cosJlsin>7-t-cosÇcos v? cos/:/. sinv;-l-cosucos*; cosv sin>j-t- cosÇ cos>7 

't ~ 7(7] ^ ; ' 

la valeur de W se réduit à ■^- — A; si donc on pose 

A = cI)(A»-r B»), 

et qu'on remplace A= + B^ par :c= -+- r' -f- z-, ce qui donne 

l'équation de la surface que nous considérons sera le résultat 
de l'élimination de t entre les deux équations 

w '^^ 

W = o, -^ = 0, 

qui renferment les deux fonctions arbitraires / et *. On re- 
trouve ainsi, dans ce cas particulier, l'une des surfaces étu- 
diées par Monge. 

13. Sur les trajectoires orthogonales d'une sphère mobile. 
La recherche des surfaces dont les lignes de l'une des cour- 
bures sont situées sur des sphères normales à la surface, se ra- 
mène immédiatement à la détermination des trajectoires orlho- 
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p^onales d'une sphère mobile, el ce dernier problème se réduit 
lui-même très-aisément à la détermination des trajectoires or- 
thogonales d'un plan mobile, question dont nous venons de 
donner la solution. C'est ce que je me propose d'établir 

ici n- 

Soit 

(0 {x- — ay--h{r— 1>T -h{z — cy- = r^ 

l'équation d'une sphère encoordonnéesrectangulaires; a,b,c,r 
désignent dos fonctions d'un paramètre variable t. Les trajec- 
toires orthogonales de celte sphère mobile auront pour équa- 
tions différentielles 

, , dx »/>' dz 

(2) 



X — a f — b z — c 

Soient a, 6, 7 les angles formés avec les axes par une droite 
arbitraire variable avec le paramètre t', désignons aussi par u 
une nouvelle fonction de t et posons 

,g, ; ,COSa ,COSê , ,C0S7 

( 5 ) cla = rua , db = nid — — ■> de = nid • 



Enfin, au lieu des variables ^, j, z, prenons-on trois autres 
^,, j,, s, telles que l'on ait 



r=^ + '"( 





2 UX^ 


x] 


+r^ + 2î 




2 ny\ 


.< 


-^r\ + A 




2 HZ, 



^ = a H- /' I — ^r- ;— : — COS a | ■> 

C0S<5 1 , 



= c + ;■ — — - — — COS 7 7 



(") M. Ossian Bonnet s'est occupé le premier de la recherche des surfaces 
dont il s'agit ici. Mais les formules qu'il a données me paraissent trop compli- 
quées pour qu'on puisse en tirer parti ; aussi je crois faire une chose utile en 
publiant le résultat si simple que j'ai obtenu. On verra d'ailleurs que l'analyse 
dont je fais usage s'applique sans difficulté au cas général, non encore résolu, 
des surfaces dont les lignes de l'une des courbures sont sphériques. 
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d'où l'on lire, on ayant égard à l'équalicn (i), 

u{x — a-l-rcosa) 
(se — a) cos y--\-{x — b) cos o + {z — c)cos7 -h '• 
ii{r — 6-r-rcos^) 

\ .> I ( ^ _ ^, j cos 5, _|_ ( j _ f) ) poS ^ -t- ( 2 C ) COS 7 H- /•' 

u{z — c -{- r 008 7 ) 
{:v — ft)COS a.-{-(f — b) COSo -\-{z — f) C0.S7-i-/" 

Au moyen des équations (3) et (4) les équations (i) et (2) se 
réduisent aux suivantes : 

(6) :r, cos a+j, cos? 4-2, cos 7 = «, 

, . djc, __ c/y, __ dz, 

cos a cos 6 cos 7' 

on voit que si l'on considère ^,, j',, 2,, comme des coordon- 
nées rectangulaires, les équations (7) appartiendront aux tra- 
jectoires orthogonales du plan mobile représenté par l'équa- 
tion (6). 

14. Nous conserverons toutes les notations dont nous avons 
fait usage au n° 12. Ainsi nous désignerons par ç, v, Ç; )., p, v 
les angles formés avec les axes par le rayon de courbure et 
par l'axe du plan osculaleur de la trajectoire du plan (6); 
par de l'angle de deux tangentes infiniment voisines et pardn 
l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins. Dési- 
gnant en outre par A et B deux constantes arbitraires, et 
posant 

«^ = ?(») + ?"(•/;), 

U = A sin ï! + B cos r, — ^{n), 

les trajectoires orthogonales du plan (6) seront représentées 
par l'équation (6) jointe aux deux 

(8) :r, cos). -f-j'i cosfi-i- 2, cosv = U, 

f/U 



(9) .r, cos i -rji cosu -}- 2, cos Ç = 



dn 
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Si, dans les équations (8) et (9) on remplace x,, Vi, -Si par 
leurs valeurs tirées de (5), on aura deux nouvelles équations 
qui, jointes à l'équation (i), feront connaître les trajectoires 
orthogonales de la sphère ( i ). Enfin, si l'on exprime A et B en 
lonction d'un paramètre 6 et d'une fonction arbitraire de ce 
paramètre, les mômes trois équations représenteront les sur- 
faces dont les lignes de l'une des courbures sont situées sur 
des sphères normales à la surface. Les équations que nous for- 
mons ainsi contiennent seize quantités fondions du paramè- 
ire t, savoir : a,b,c,r, î/ou?(») et les onze angles a, 6, 7; i',u, Ç; 
/, p., v; s et n. Toutes ces seize quantités peuvent s'exprimer 
immédiatement, dans le cas général, en fonction du paramè- 
tre tel de trois fonctions arbitraires de ce paramètre; cela 
peut se faire d'une infinité de manières; le choix du paramètre 
et des fonctions arbirraires doit être subordonné aux conve- 
nances du cas particulier que l'on veut étudier. 

Considérons, par exemple, le cas où les sphères i\in contien- 
nent les lignes de courbure ont leurs centres en ligne droite. 
On pourra faire ici 

fiz^o, h=^o, cosar^o, cos6 = o, cos 7 ^= I ; 

alors les équations (7) se réduisent à 

dxi = o, (lj\^o, 

cl nous pouvons poser 

Y désignant une fonction arbitraire. Faisant ensuite 



on a 



"~f[ty 



et si l'on pose 
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l'équalion (lo) se réduit à V=o en vertu de (5). La surface 
-que nous considérons ici sera donc représentée par l'équa- 
lion V^ G jointe à l'équation (i); il est aisé d'assurer qu'elle 
peut l'être aussi par les deux équations 

V=o, ^ = o, 

résultat que j'ai donné déjà dans mon Mémoire sur les surfaces 
dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spliériques. 
Remarquons encore le cas où les sphères qui contiennent 
les lignes de courbure ont seulement leurs centres dans un 
même plan. Ce cas se ramène innnédiatement, d'après ce qui 
précède, au cas des surfaces dont les lignes de l'une des cour- 
bures sont dans des plans parallèles à une droite fixe et nor- 
maux à la surface. 

15. Sur les surfaces dont les lignes de l'une des courbures 
sont spliériques. Soient x, y, z des coordonnées reclanç^u- 
laires et a, b, c, r, l des fonctions d'un paramètre /, dont Ui 
dernière /contient le facteur y/ — i. Si l'on pose 

dz = pdx H- qdy, 

l'équation différentielle des surfaces dont il s'agit sera le 
résultat de l'élimination du paramètre t entre les deux équa- 
tions 

(i) {x — aY -^{r—by ^[z—cY-:--r' — l\ 



(2) ^[x-a)p- [y-b)q-\-[z-c] ^lsj—i—p' — q\ 

Soient x^, y\, z^, Vo quatre fonctions inconnues de t, assujetties 
à vérifier les équations 

( 3 ) [x,-aY--^ ( jo _ 6) M- (i^o — cY ^{u,— lY = r\ 
,,. dx„ dr» __ dzo dvp 

et posons 

(5) V:= (x„-«) {X- «)-+-(.r„ - l'){r- b) -^ {z, -c){z- c)-l{v,- l)-r'. 
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II est aisé de s'assurer que l'équation V = o satisfait à l'équa- 
lion (2) ; elle sera donc une intégrale complète de celle-ci, si 
les valeurs de Xa,y\, z^, Va tirées des équations (3) et (4) ren- 
ferment dans leurs expressions deux constantes arbitraires. 
Si, en outre, on exprime les deux constantes dont il s'agit en 
fonction d'un paramètre et d'une fonction arbitraire de ce 
paramètre, l'intégrale générale de l'équation (2) sera le résul- 
tat de l'élimination de 9 entre les deux équations 

(6) V=o, ^ = 0. 

Enfin l'équation intégrale des surfaces dont nous nous oc- 
cupons sera le résultat de l'élimination de t et 9 entre les équa- 
tions (i) et (6). 

Soient «,, ^,, c,, /, et u cinq fonctions de f, choisies de 
manière que l'on ait 

(;) a]-^b\^c]-^l] = i, 

( 8 ) da -^ rud — 5 db== rud — ■> de = nul — ? dl^= rud — » 
u u u u 

et prenons, au lieu de ^0, jo, 2o,Co, quatre nouvelles variables 
jc, , j',, z,, f|, telles que 

/ 2 nXx \ 

X„ = « -t- /■ I — T— , . _, . r, — C/. ) •> 



(9) 



r.= b + r[ ^, , .;■■. , ,, -.A, , 



^0 — C -t- r 



x\+r\-^z\ 


-h^-; 


' 2«)'i 




.■^•■ + r;+2-ï 


-\-v\ 


lUZx 




^x\-\-y\-^z\ 


-+-^; 


2 UVs 





\ V^i +j! -^-; ^-^; 

Au moyen des équations (7), (8), (9), les équations (3) et 
(4) se réduisent à 

(10) a,^, -4- 6, j, + c,s, -h At'. :=f^, 

dxx dy\ f/z, rA^ 

rt, ~ 6, ~ c, "" /, ' 
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ei la question est ramenée à trouver des valeurs de X: , y\ , 
Z|, Vt, qui satisfassent à ces équations et qui renferment dans 
leurs expressions deux constantes arbitraires. 

Remarquons d'abord le cas où les sphères qui contiennent 
les lignes de courbure ont leurs centres dans le môme plan. 
En prenant ce plan pour celui des xy, on a c = o, puis on peut 
faire c, = o et z, = o, ou = une constante. On voit alors que 
le problème est immédiatement ramené à la détermination de. 
trajectoires orthogonales d'un plan mobile. 

IG. Considérons maintenant le cas général. Nous poserons 




en outre, pour n'avoir dans nos formules que des quantités 
réelles, nous remplacerons c, par f , y^ — i. Les équations (lo) 
ci (il) deviennent alors 

(12) O^iCOSaH- jJ'iCOSê -(- S,C0S7 ^^ ^'''1 ~^ "'» 

dx, dy, dz, dvt 



.3) 



COSa COSê COS7 /' 



On peut regarder a, 6, 7 comme les angles que fait avec les 
axes la tangente d'une courbe arbitraire; nous désignerons 
parÇ, u, ;; X, p, v les angles formés avec les mêmes axes par le 
rayon de courbure et par l'axe du plan osculateur de cette 
courbe arbitraire; par dz l'angle de deux tangentes infiniment 
voisines, et par drt l'angle de deux plans osculateurs infmi- 
meni voisins. 
Cela posé, pour intégrer les équations (i3), nous poserons 

(l4) ^iCOSX -T-J", COStA 4- 2iC0Sv = U. 

Différentiant trois fois cette équation et ayant égard aux équa- 
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lions (12) et (i3), ainsi qu'aux formules des n"' il et suivants, 
il vient 

^'5 j Jt-, COSÇ -h riCOSu --■- Z,COS(^ = -j—i 

an 
, r^ "' I dn/d'U ,, 

^•^^ ■ ''-~-T-Tin[-d7-^'' 

I J_d^ch^ dn d Vdn fd'V \1 dV _ 

^'"^ /' ded^'^ de dn \_di\dn' "^ J \^ 1^ ~ ^' 

dr, étant prise pour la différentielle constante. Posons, pour 
abréger, 

. /i \dn dVdr./d'l] \1 X dV (drVfd'M \ d\} 

si l'on tire de l'équation (16) la valeur de -j^ pour la porter dans 
l'équation ( 17 ), on obtiendra 

d~ 

Désignant par ç{rj) une fonction arbitraire, }!0us poserons 

(.9) u'=.-l'Jl''^^{>^]d;, 

et, en faisant 

U=::U.-|-v(r-,), 

l'équation ( 18 ) se réduit à 
(20) ^(U.) = o. 

Cette équation devient intégrable, si on la multiplie par le fac- 
teur 2.(-j^-h U,| et l'on obtient, en intégrant, 

Nous pouvons supposer la constante nulle, car il suffit pour 
notre objet que l'expression de U, renferme deux constantes 
arbitraires; alors si l'on désigne par A une constante arbitraire, 
par no une valeur initiale quelconque de n, par e la base des 

Lacroix, Cale, dijf.. II. 21 
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logarithmes népériens, el que l'on pose 



U, = A( 
l'équalion (21) devient 



X"^"' 



dt 



Désignons par ^[/(y, ) une fonction arbitraire, par •y(»;) la dé- 
rivée de cette fonction, et déterminons /' par l'équation 



•M ■'-'); 









c/z 


o'W i,' {-A \ ' ' 


-hi 


= 


cU 


J.O j Y l 'i J 1 




/l 


)Osons aussi 








u,. 




-f 


-!'(-.), 



l'équation (22) devient 
24 -T^ — ' U, -- = 0. 

^' dr, 21!/ 2 

Celte équation (24) est linéaire, et l'on en tire immédiate- 
ment 

B étant une constante arbitraire. 

On obtiendra donc ainsi sans difficulté une valeur de U ren- 
fermant deux constantes arbitraires A et B; la valeur de U 
étant connue, l'équation (16) donnera c, , et l'on aura ejisui"^ 
Xi, y\, Zi au moyen des équations (12), (i4) et (i5). 

Si l'on pose 

cosX COSp COSv 
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on pourra exprimer immédiatement les angles )., p., v; ç, v, 'c; 
«> S, 7; Ji et g en fonction du paramètre t et de la fonction ar- 
bitraire/(^); si l'on met ensuite ^{t) et ^(/jau lieu de (f{n) et 
^(r,), et que l'on désigne enfin la quantité /- par F(t), toutes les 
quantités qui figurent dans nos équations pourront s'exprimer 
facilement au moyen du paramètre t et des quatre fonctionsarbi- 
lraires/(;), F{t), ^{t)w{t). Le problème que nous nous étions 
proposé se trouve donc résolu dans toute sa généralité. Il reste 
nombre de détails à examiner; je les étudierai ailleurs. 

Il faut remarquer un cas particulier qui, par sa nature, se 
distingue essentiellement du cas général; je veux parler du 
cas de /■=o. En changeant / en l\/ — i, les équations (i) et (2) 
deviennent 

(.r _ ay-h ir — /')H- (z — cy-= l\ 



— p{x — a) — q{r—b) + {z — c) = l \J i-+-jy-\- q'; 
en éliminant /, il vient 

[rx - «)+/7(^ _ c)i/ + [(r - i) -f- -7 (3 - c)]' H- [-7 (x— a) — /^ (r— i)p = 0, 
et pour obtenir une surface réelle, il faut que l'on ait 
X — a-\- p{z — c) = o, ( r — b)-^ q{z — c)=^o. 
Si donc M désigne l'expression (.r — aY-\- (>■— 6)'4-(z — cy—l^, 

on aura —1— = o, et notre suriace, qui est alors représentée 
par les équations 

sera l'enveloppe d'une sphère mobile et variable de grandeur. 
Les lignes de courbure sphériques sont ici des circonférences. 
Si le cas de r = o échappe à notre analyse, les surfaces à 
lignes de courbure circulaires n'en sont pas moins données 
par notre méthode générale. Ces surfaces correspondent effec- 
tivement à l'intégrale complète de l'équation (2) qui nous a 
servi de point de départ; je dois même ajouter que c'est par la 
considération à priori des surfaces à lignes de courbure circu- 
laires que j'ai été conduit à l'intégrale complète dont il s'agit. 
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17. Sur les surfaces dont les lignes de l'une des courbures 
sont planes. Au moyen de la iransformation dite par rayons 
vecteurs réciproques, on passe immédiatement des surfaces 
dont les lignes de l'une des courbures sont sphériques aux 
surfaces dont les lignes de l'une des courbures sont planes (*). 
La recherche de ces dernières surfaces, déjà faite par M. Ossian 
Bonnet, est donc comprise implicitement dans ce qui précède; 
mais il n'est pas sans intérêt de remarquer que cette recherche 
se ramène immédiatement à l'intégration des équations (t3) 
du n° 16. Effectivement, x, j, z désignant des coordonnées 
rectangulaires, a, 6, y, u, l des fonctions d'un paramétre t, si 
l'on pose dz=pdx -{- qdy, l'équation différentielle des sur- 
faces dont il s'agit sera le résultat de l'élimination du para- 
mètre t entre les équations 

(l) XCOSa -(- rCOSê -4- 3COS7 =: «, 



[i) — pcosoi — mycose -t- cos'/ = /y'n- />'+ q' . 

Soient jf,, y,, Zi, f, quatre fonctions inconnues de t, assu- 
jetties à vérifier les équations 

(3) • :t, COSa -1- riC0s6-r- '1COS7 =^ /fi-|- «, 

dxi _ dfx __ dz, _ dv, 
^^' cos a COS6~~COS7 / 

cl posons 

l'équation V=: o satisfera à l'équation (2), et elle en sera une 
intégrale complète si les valeurs de :r,,ri, z,, t/, tirées des équa- 
tions (3) et (4) renferment dans leurs expressions deux con- 
stantes arbitraires. Le problème est donc ramené à l'intégra- 
tion des équations (4)» intégration qui se trouve effectuée dans 
le numéro précédent. 



( * ) Il sufiit effectivement de supposer que les sphères qui conlieiineiit les 
lignes de courbure passent toutes par un même point, et de prendre ce poiiil 
pour centre de transforniatit.n. 
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§ IV. 

Sur l'intégration d'une certaine classe d'équations 
différentielles simultanées; par M. Ossian Bonnet (*). 

18. M. J.-A. Serret a intégré le premier, dans le cas général, 
l'équalion aux différentielles partielles du premier ordre qui 
représente les surfaces à lignes d'une des courbuues sphéri- 
ques. La méthode dont il s'est servi repose sur la détermina- 
tion de quatre fonctions x, y, z, c d'une variable w renfern;ant 
deux constantes arbitraires et vérifiant: i°les trois équations 
différentielles 

dx dr dz ^^ . 

X — a y — b ~ — f V — /i ' 

2" l'équation en termes flnis 

{x — a)' -^{y — b]---{z — c)- -^ {v — u)-=z /■•, 

où a, h, c, n, r expriment cinq fonctions entièrement arbi- 
traires de w. 

M. Serreta d'ailleurs résolu d'une manière très-élégante ce 
dernier problème en s'aidant des formules relatives à la théorie 
des courbes gauches qui déjà avaient permis de traiter plu- 
sieurs questions importantes. 

Je me propose dans celte Note de généraliser les résultats 
de M. Serrel et de faire voir que l'on peut déterminer les 
valeurs les plus générales des p fonctions x, /,..-, t, u, v 
d'une variable w qui vérifient i i° les p—i équations diffé- 
rentielles 

dx dy __ dt _ du dv 

X — a y — b t — / u — m v — /i ' 

2" l'équation en termes finis 

(2) [x—af^-iy—hy -h . . .-\- {t ~ l y-{- {u — my+iv — JiY = r% 

où a, b,.. .,1, m, n, r expriment p h- i fonctions entièrement 
arbitraires de w. 

(*) Nous croyons utile de faire connaître ici l'extension remarquable que 
M. Ossian Bonnet a donnée à la méthode développée dans le para;;raphe 
précédent (L'article que nous reproduisons textuellement est extrait des 
Co ' pies rendus des séances de V Académie des Sciences, t. LUI, p. 97 i . ) 
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Substituons d'abord , comme le fait M. Serrct , aux p 
fonctions arbitraires a, b,..., l, m, n, d'autres fonctions 
«I, b,,..., /,, /n,, /, liées aux premières et à r par les relations 

da = d — i dl— ' d. —,•••■, 

V'l-+-af-*-iJ-h..--h/«i- 'i V^i-t-"- -H^î-i- ...-t-/"î '"' 

7 ''t 7 '"l 7 '"'"l 7 ' 

dm z= ■ 1 d. —, dn=i ' d. — 

Remplaçons en outre les inconnues x, y;. . ., t, u, c par les 
inconnues x„ j,,. . ., /,, m,, v„ telles que 

r l nr.x, \ 

x = a-\ — — — ; : — «, ) 






2 l\ f , 



^\^r 



les équations (i) et (2) deviendront 

p. dx^ dy\ du^ , 

ai 6, ' * ' tUi 

(4) a,x,-\-biX,-h .. . H-m,«, + f. = r,, 

d'où l'on tire par l'élimination de c^, : 

(i+«'4-6' +... -\- m])dx,=z Uiidn — x,da, — y.db, — ... — u^dm^), 
) (i -h a^ 4- Z>J + ... H- m\)dx> = b,{dt\ — x4a, — j.f/è, — ... — u,dm,), 

[ (i -\-a\ -^ b\ -T- . . . -i- m\)dui =:m^{dri — x^da^ — fidby — ... — u.dnh). 

Les équations précédentes étant linéaires, elles pourront 
être intégrées complètement, lorsqu'on saura déterminer les 
intégrales générales des équations 

[ ( I +«^H-6| -|-...-hm^ )dx2 = — ai{x.dci,-\-y,db , -f- ... -i- i^dm, ), 
j ( I -+- a; -i- b ] + ...-+- m] )df,= — b^{x-idn,-^ r^dbi-^ ... -+■ u^dnh), 

i ■ 

I 4- « ' -i- Z> ; 4- . . . + wi J ) du, = — m 1 ( x-^dcii -+- }\dbi 4- . . . -f- Uidnii ), 
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obtenues en négligeant les tei nés tout connus clans les équa- 
tions (5 j. Or, en posant 

(hcj^ _ dy\ __ __ du. _ 

«. ~ b, ~ — ~;^ -'''''' 

on trouve aisément 

rt, Xj -h 6, r, + ...-[- m, II, H- (',, =r a, 

^ l + r ; 4- . . . -f- « ^ + {(', - xy = p, 

aet p étant des constantes arbitraires, d'où en éliminant Cj 

^ l 4- r ; -F. . . 4-« l + («, ^3 + 6, j,+ . . + m, wj)' = p. 

On conclut de là que les équations (6) peuvent être rem- 
placées par les suivantes : 

/ dx^ _ dy\ __ _ dtj du-, 

(7)| «, "" h, ~ /, ~ ~m,^ 

Nous ferons la constante arbitraire p égale à zéro, les équa- 
tions 

/ dxj^ _ dy\ __ _^ dt^ du, 

' X?, +j ^ H-. . .-h ? ^ +?<^ + (rt,^2-!- />! jr>-r-.. .+ /,^ + w,.v,)- = G 

auxquelles se réduiront les équations (7), seront moins géné- 
rales que les équations (6), mais elles définiront /^ — 2 inté- 
grales particulières des équations (6). Or on sait que, lors- 
qu'on a un système d'équations linéaires du premier ordre et 
sans second membre, si l'on connaît un nombre d'intégrales 
particulières inférieur d'une unité au nombre des équations ou 
des inconnues, on peut déterminer les intégrales générales 
par des quadratures. Toute la question est donc ramenée à 
trouver les valeurs les plus générales de x-,, y\,. . ., t^, u^ qui 
vérifient les équations ( 8 ). 
Je fais 

X, = hxy. , n = h)\ , . . . , U^^ht^y u, = hui , 
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avec la condition 

(9) xl^xl^...-T-tl^ul=.i; 

les équations ( 8) donneront 

> o dh\ 'r) "-^^ \ f-\='^' 



du, dx, 


f/?/, (/}■, ^/«<r. 


dfz 


/.'/, rt, 


/», 6, m. 


/, 


"?. -.1 


t. 


/», rt, 


m y b, nii 


l, 


rti ^:, -1-6| 1 


:, -!-...+/, fj -;- m, i<3 = i, 





l'éqnation (lo) donne immédiatement h avec une constante 
arbitraire quand ^3 et J3 sont connus. Il suffit donc de trouver 
les valeurs les plus générales de X3, j,,. . ., t^, m, qui véri- 
fient l'équation ( 9) et les équations (1 1). Pour cela, je pose 



■?.tt i — x] — rl—--—t] 

^.î — -. -, — •> u. ~~ -. — —^, rT^ ' 

i-i-x, -i-y; -y...-^ t; i +xi +r; -+-. .-^t] 

ce qui permet de laisser de côté la condition (9); puis, pour 
abréger, je fais 

b, , , h f 



h' nit^ i m , -h i 

I -ha : -4- b -. -+- . . . -\- l: ~\-m- 



(m, + 0' 
les équations (11) se changent en celles-ci ; 

dx^ dvi dti 






X; «7, Vi 62 ' ' fi — (• 

{ Xi — «, )■ -+- {)•., — b-i)' -4- . . . -h { t^ — h]- = r, \ , 

qui sont comprises dans le même type que les équations pro- 
posées, mais qui renferment deux variables de moins. On peut 
donc diminuer ainsi de deux unités le nombre des variables 
autant de fois que l'on veut et parvenir aux cas les plus sim- 
ples que l'on sait traiter. 



Wii 



NOTE IV. 

SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 



1. Legendre a désigné sous le nom d'intégrales eulériennes 
les deux intégrales définies 

Jf xi'-' ( I — X )?-' dx, I e-"" xi—' dx, 

qui ont été étudiées pour la première fois par Euler et qui ont 
fait depuis l'objet des recherches d'un grand nombre de géo- 
mètres. La première intégrale dépend des deux paramètres/^ 
et q, nous la désignerons avec Binet par la notation B (/?, q); 
la deuxième intégrale ne dépend que du seul paramètre 7^ et 
nous la représenterons avec Legendre par le symbole r {p). On 
aura en conséquence 

/*' • 
(1) Ji{p,q)= ï xP-' {i— a;]'-' dx, 

(?) r{p)—l e-' xP-' dx, 

Jo 

e désignant ici, comme à l'ordinaire, la base des logarithmes 
népériens. 

Les fonctions B [p, q) sont dites intégrales eulériennes de 
première espèce et les fonctions r(/?) intégrales de seconde 
espèce. Pour que ces fonctions restent finies, il faut et il suffit 
que les paramètres j? et q soient positifs ou au moins que leur 
partie réelle soit positive, s'ils sont imaginaires. 

On peut donner aux intégrales B une autre forme qu'il est 
utile d'indiquer. Si l'on pose 

r I , dr 

X =r — ■ 1 ; — X =^ 1 ùx = -, ■ — — ■> 

1 -1- )• 1 -i-f (i -h r ' 
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NOTE 



dans la formule (i), l'iniégrale relative à j devra être prise 
entre les limites o el oo ; on aura donc, en remettant x au lieu 
de j, 

OU encore 

xi"' dx 






+ x)P^i 



si dans la deuxième intégrale on remplacer par— 5 dx par 

dx 
--, les limites qui étaient i et x deviendront i et o et or» 

x^ 

pourra les renverser en changeant le signe de l'intégrale. Ou 
aura donc 



„, . r' xP-'dx f x'i 



-' dx 



■xY^'i 

ou 



(4 



Jf" xP-'-{-xi-' , 



Cette formule (4) montre que la fonction ^ {p, q) est symétri- 
que par rapport aux deux quantités p et q dont elle dépend, 
en sorte que i'on a 

B(p,q) = B{q,p); 

au surplus cette propriété peut aussi être reconnue sur la for- 
mule (i), car si l'on y change x en i — x, on transforme immé- 
diatement B(/7, q) enB{q, p). 

Nous allons montrer que les fonctions B{p,q) peuvent s'ex- 
primer par des fonctions r, en sorte qu'il n'y aura plus a s'oc- 
cuper que de ces dernières. 

2. Si l'on désigne par m une constante positive et que dans 
la formule ( 2) on pose x = mx', il vient 



.'J^ 



T {p) = mP j e—"'' x'P-' dx', 
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d'où 

— = — ' — f^ e~"'^' x'P-' dx', 

formule dont on fait en analyse un fréquent usage et qui va 
nous servir pour résoudre la question que nous avons en vue. 
Effectivement, on a d'après cette formule 



£ 



^-u+x)x' x'i'+'i-' dx'; 



{i-\-xy+i r{p-hq) 
donc la formule (3) peut s'écrire comme il suit: 

B ( », f/ ) = ! f "" xi'-^ dx f e-('+^)" .r'/'+î-' dx'. 

Le second membre de celte formule est une intégrale double; il 
est permis d'intervertir l'ordre des intégrations et l'on peut 
écrire 



B 



(», (7)=— -^ / e-^' x'1-' dx'.x'f l e'^'^^xi'-' dx; 

is, d'après la formule (5), x'f j e-'^'^xP-'dx est égale à 



(/''î)=Fi^X^-'-''-''-'. 



mais 

r(^^); on aura donc 

B 
ou 

ce qui est le résultat annoncé. Nous passerons maintenant à 
l'examen des principales propriétés des fonctions de deuxième 
espèce. 

3. Première propriété des fonctions r. Si l'on intègre par 
parties la différentielle xp-^ x e-^dx, il vient 

f xP~^ e~^dx = — xP~^ e~^-'t- in — i ) / e^'^ xP~^dx. 



'-^ '"-"/' 



3^4 



NOTE 



Si l'on a y? >i, la partie intégrée disparaît aux deux li- 
mites o et co , et l'on a 

^-z ^p-i ^/^ __ ^^ _ , j 1 g_z ^p : ff^,^ 

c'est-à-dire 

(:) r{p) = {p-i)T{p-i)- 

cette équation exprime la première propriété des fonctions r,- 
on on déduit immédiatement, en désignant par m un entier 
inférieur à p, 

(8) r{p)=r{p-i){p-^.)...{p-ni)V{p — m), 

d'où il suit que si la fonction r est connue pour toutes les 
valeurs de l'argument p comprises entre o et i ou, plus 
généralement, comprises entre deux entiers consécutifs, la 
même fonction sera aussi connue pour toutes les autres va- 
leurs réelles de l'argument. 

Si p est un nombre entier et que l'on fasse m ^=: ç — i dans 
l'équation (8), il viendra 

r(/7)==i.2.3...(;- — i)r(^); 
mais comme l'intégrale / e-^clx est égale à — e-'-h cons;., 
on a 

(9) f e-'da: = T{i) = i; 

■Jq 

donc 

(10) r(p) = i.2.3...(/? — 0, 

en sorte que si p est un nombre entier supérieur à i, r(p) 
se réduit au produit des p — i premiers nombres entiers. 

4. Deuxième propriété des fonctions T. La propriété que 

nous allons établir permet de réduire à - l'intervalle d'une 

unité dans lequel il est nécessaire d'effectuer le calcul de la 
fonction r; elle donne, par exemple, les valeurs de cette 
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l'onction comprises enire - et i lorsciue l'on connaît les va- 



I 



leurs comprises entre o et -• 

Remarquons d'abord que l'équation (6) donne sans difficulté 
la valeur de r ( -|; si en effet on pose pz=qz=-^ on aura 
par les formules (6) et ( 3), en se rappelant que r(i) = i. 



\il \'2 -jj J^ ^^.,1 



dx 

\x[. 

ou, en changeant x en x^, dx en ^xdx, 






d'où 



II) r(')r:rvV. 



C'est le résultai auquel Lacroix est arrivé par une voie dif- 
férente au n" 430 (page 79), car, en faisant f= - dans la 
formule (?.) et écrivant :r' au lieu de x, on a 

r ^ M = -2 / e""'' dx= Ç e "^'dx. 

Mais la formule (11) n'est qu'un cas parliculicr de celle que 
nous nous proposons d'obtenir. Si dans la formule (6) on fait 
</— 1 — p, p étant supposé ici compris entre o et i, il vient, 
i\ cause de r {i)= i, 

r(/^)r(i— ;0--B(/>, 1— y;), 

et à cause de la formule (4), 



X 

dx. 
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Supposons que p soit une fraction ayant pour dénominateur 
l'entier n et posons x = z^", il viendra 



' ^''- — T^r^. — ^^; 

o I -r ^ 

le produit np étant un entier, la quantité qui multiplie clz sous 

le signe / est une fraction rationnelle dont le dénominateur 

a un degré supérieur à celui du numérateur; en décompo- 
sant cette fraction en fractions simples, il vient 

4sni(2«-T-i]/>7rsm 




r(,.,r(,_,,)= 2 } 1 ÏT^^TV— ^T^r''- 



2H-I \' , . 2i + I 

■cos -r. H-sm^ 



posons 

2Î-I-I . 2/-i-I . . 2?-|-I d-i, 

z — cos t:=i:shi — TTtangç, f/z = sm- 



2/i 0.11 "' i/i COS-9 

ç étant un angle qui croît de 



2 ? -f- I T , 2 / -f- I îr 



quand z croît de o à i ; l'intégrale relative à z qui figure scus 
le signe ^ deviendra 



4sin(2i+i)j;;7r / c/i^ OU 277(1 j sin(2/H-i )/?7r; 




et en écrivant n — i — i au lieu de i, on aura 

r(p) r(r — /;) = — - 5] (2« -M)sin(2/-{-i )/>77. 
1 = 

Cela posé, on connaît la formule qui donne la somme des 
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cosinus de n arcs en progression arithmétique, savoir : 



^ cos ( a -h ih 



. nh [ n — i, 

sm — cos a -\ li 

1 \ 2 

■ 7~ii 

sni - 
2 



(voir ma Trigonométrie, p. 22). En faisant li=^-ia, il vient 



"ir^ , . , sm 2 na 

> C0S(2i + l)rt:^ : ; 

'^^ ^ ' 2sm« 



formule qui, différentiée par rapport à a, donne 



— 2\ ( 2 / + I ) sin ( 2 / + I ) « = 71 



cos2«rt sm2/îrtC0s<7 



^ sin a 



si l'on fait a=: p-n et qu'on observe que "inpir est un multiple 
entier de la circonférence, on verra que le second membre 

de la formule précédente se réduit à -; ; on aura donc 

* sinpir 



(r?.) T{p)T{}—p) = -^ 

^ ^/ ' V r / sm p~ 

Telle est la formule qui exprime la deuxième propriété de la 
fonction r et dont l'équation (m) se tire immédiatement en 

faisant p = -• 

La démonstration que nous venons de présenter n'exige, 
comme on le voit, que les principes les plus élémentaires ; elle 
suppose que p est un nombre commensurable, mais la for- 
mule (12) s'étend naturellement à toutes les valeurs réelles et 
positives de p, à cause de la continuité de la fonction r(p); 
on voit que cette formule donnera r {p) pour les valeurs de p 

comprises entre - et i si l'on connaît celle fonction pour l( s 
valeurs de p comprises entre o et — 
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5. 7'roisi'^nie propriété des fonctions Y. Si l'on suppose 
'j=^p, la formule (i) donne 

''""'"=X'[?-(^-^)T''^• 

On voit que le coefficient de dx sous le signe / prend des 
valeurs égales quand x reçoit les valeurs -i- /* et h éga- 
lement distantes de - ; il s'ensuit que dans la formule précé- 

<lente en pourra prendre - au lieu de i pcnu' limite supé- 
rieure, pourvu qu'on double le résultat. On aura ainsi 

I 

Si 1 on fait maintenant x -^ - sjy, ax :^ — j-jz-, les nmites 

2 2 4 ^/j. 

<le l'intégrale relative à y seront i et o; en renversant ces 
limites et changeant le signe du résultat, on aura 



B 
c'est-à-dire 



iP'P) = ^,fr'i'- rK' dr> 



(,3) C(p,;.) = ^B(i,// 



'.:l si en faisant usage de la formule (6) on remplace les B par 
leurs valeurs en r, puis qu'on se rappelle que r (- j= \t:, il 



viendra 



Celle équation (i4) exprime la troisième propriété des fonc- 



SUR LES liXTÉdKALES ECLERIENNES. 829 

lions r ; elle est contenue dans une autre beaucoup plus géné- 
rale que nous établirons bientôt. 

6. Représentation de la fonction \o^T [x) par une intégrale 
déjinie. Si l'on différentie la formule 



J/»oo 




et qu'on représente par T'[x) la différentielle de T{x) divisée 
par dx, il vient 



e-^'a^-'logaf/a, 



la caractéristique log désignant ici un logarithme népérien. 
La formule (5), où l'on ."ait p^=i, donne 



^ Jo 



""■'dz; 



si l'on multiplie cette formule par da. et qu'on l'intègre en- 
suite entre les limites i et a, on aura 

log a = / dz ; 

en remplaçant log a par cette valeur dans l'expression précé- 
dente de r'(^), il vient 

T'{x)= / e-^a^-'f/a / ■■ dz; 

le second membre de cette formule est une intégrale double; 
on peut intervertir l'ordre des intégrations et écrire 



V X 






La première des intégrales qui figurent dans la parenthèse 
est r(a:); la deuxième a pour valeur, d'après la formule (5), 

Lacroix, Cale diff.. II. 22 
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; — ^ — --• On a donc 

1+2 - 



r-(., = r(.)£[«--j^,]^. 



OU, en divisant par r(^), 
<-/ logr(^) 



dx 



=1 [-=-<■ +^>-']t' 



si l'on multiplie les deux membres par dx et que l'on in- 
tègre ensuite entre les limites i et x, il viendra, à cause de 
logr(i) = logi = o, 

logr X = / ^ — 16—-—^ i-^- — ^ — ^ — ^—\ — 

^ ' Jo L l0g(l-T-2) J Z 

On peut simplifier cette expression de logr(x) en opé- 
rant comme il suit : en faisant ^ = 2, il vient, à cause de 
logr(2) = logi =0, 

Jo L l0g(l-f-2)J Z 

et si l'on multiplie cette équation par x — i, puis qu'on b 
retranche ensuite de la précédente, il viendra 



,„,r,.,=X"[(.-,„.^.r-!i±^l==li±^]i3^ 



enfin, si l'on pose log(i + 2}=:a, zz=^e^- — i, l'intégrale re- 
lative à a devra être prise entre les mêmes limites o et x , 
et l'on aura définitivement 

r* r , ,^ e-'' — e-'''''\da. 
(i5) logr(:r)= [x-i)e—^- ir^" T' 

7. Développement de la fonction logr(:r) en série. Si l'on 
diflerentie l'équation (i5), il vient 
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Cl en diiférenlianl de nouveau, 



d^\ogT{a:) ('^ ,.^-c^x 



dx^ 



r j 

I 



f/a; 



remplaçant le facteur -— par sa valeur 



il vient 



3 a 



rfMogr(^) 



t/o »/o «/o 



ou, en évaluant chaque terme au moyen de la formule (5), 
d^ logr(^) I I î I 

formule dont le second membre est une série (jui reste con- 
vergente, quel que soit x. 

Si l'on intègre les différents termes de la formule (17) mul- 
tipliée par dx entre les limites i et x, on aura 



(18; 



'-^^-^-{-',H-:^H-~^:r'- 



et la série qui figure dans le second membre sera conver- 
gente comme celle d'où elle est tirée par l'intégration ;*quant 
à la quantité — C, elle est évidemment égale à la valeur que 

I , , , . , c/logr(^) ,, 
prend pour ^ = i la dérivée -■, et Ion aura, par 1 e- 

quation (16), 

cette quantité C est connue sous le nom de constante d'Eulerj 
nous verrons tout à l'heure comment on peut calculer sa va- 
leur. 

22. 
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Si l'on intègre entre les limites i et ^ la formule (i8) mul- 
tipliée parf/^, il viendra, à cause de log r(i) = o, 



(:^o) 



1 iogr(a-) = -C(x-0 + (^^-log^) 



X I 

2 



-log- 



X — I , x-^m — I 

log 

m m 



formule dont le second membre est une série convergente 
comme celle de la formule (i8). On peut se débarrasser aisé- 
ment de la constante C; si en effet on pose x ~ i dans la for- 
mule ("20), il vient 



{IX) 



o = — c + ( - — log - ) -1- ( - — log - 



log- 



et si l'on retranche de l'équation (20) le produit de l'équa- 
tion (21) par X — I, on aura 



iogr(^) = 



.2)^ 



[x \)\0{ 



2 ,X~\ 

--log-J 



'] 



3 jc ■ 

[^_i)log-— log— 



m-+-i , X -^ m — il 

^— I log— log -+- 

^ 'm m J 



ou, pour abréger, 

m — x- 

(23)logr(:r:=2[(^-^)^°s(/ + ^)-^°§('-^-,'^)]- 



Désignons par log (i -4- tn,) la somme des termes qui suivent 
le m'*"" dans la série (22) ou (28); comme cette série est 
convergente, la quantité e„ s'annulera par m = zc , et l'on 
aura 



loi 



)g r [x] = Ux— i)logy -log^J-i- . . . 

(x — ijloi; log + log(i -hsrr.], 
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OU, en revenant des logarithmes aux nombres, 



.r— I 



, , (1.2.. .m) tn^'^ ( I \ / 

x[x-\-\). . .[x -f- m — I J V mj 

comme le facteur (n — ) se réduit à i pour m = x , on 
peut le supposer compris dans i + £,„ et écrire 

^ ' x{x -r-i).. .{x + m — i) 
c'est-à-dire que l'on a 

(25) r(^) = Iim— ;— ^ — — ; 1-^ r» pourm = :o. 

Remarquons encore que la formule (21) donne pour la cons- 
tante d'Euler 

C = lim ( i-i hôH-- • -1 logm), pour m = 'J0 . 

\ 2 3 m J 

8. Développetnent de la fonction logT{ i -^ x) en série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances croissantes de x pour 
les valeurs de x comprises entre — i et -t-\. Si l'on change x 
en jc -H I dans la formule (17), il vient 

d^\osT{i-^x) I T I 

dx" {x-^iy ' [x-\-iy [x-^'ày ' ' 

et, en différentiant n — 2 fois, 

I ^"logr(i-i-.r ) ( — i)" f" I 

1 . 2 . . n dx" 

si l'on pose généralement 



zo:r_j .___! •_ 1. 

n L(x-T-i)" ' (x+a/'"" ■ ' ■ J' 



2" û" 4 



on aura, pour :r — o. 



I f/''Iogr(n-^) _^_^^„a,^ 



1 . 2. . .« dx" n 
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si n est > i, et l'on a d'ailleurs, dans la même hypothèse, 
filogr(i -{-x\ 



dx 



^-- — C, logr(n-^) = o; 



la formule de Maclaurin donnera donc, pour les voleurs de ^ 
comprises entre — i et -h i, 

(26) Iogr(i + .r^,r^— C^-hS3-— Saf-Vs,^* — ,..; 

celte formule n'est pas commode pour le calcul, parce que les 
sommes S décroissent peu rapidement, mais on peut obtenir 
des séries plus convergentes; si à la dernière équation ou 
ajoute la suivante 



0= — log(i-}-^) + ^ — — -+--■; — -i--.., 



il viendra 



{^7 



logr(i-i-jr)=3 — log(i-}-x)-t-(i — C)^ 
H-i(S.-iK-i(S3— i)x- 



les termes de cette série décroissent assez rapidement, mais 
on peut encore augmenter sa convergence. Si l'on change x 
en — X dans la formule précédente, il vient 



^8) 



logr(i — x)=^ — log(i — x) — (i — C)x 

(28) J I I 

j -^^{%, — ^)x'■^^['è^ — ^)x'^.... 

Mais on a 

r(i-t-a:) = ^r(x), r(^)r(i — x)=.-^ — ■■) 
et, en multipliant, 

T.X 



r(i -t-:r)r(i — x) — 



^XWt.X 

d'où 

nx 



logr(i + ^) + logr(i — a:) = log- 



sm -KX 
Ajoutant cette équation avec l'équation ( 27 ), retranchant en- 
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suite l'équalion (28), et divisant le résultat par 2, il vient 
!ogr(n-^ =:-log-^ log h(i — C X 

^^9)\ 3 5- 

! -(S,-.)|--(S.-,)^-{S,-i)^-.... 

D'après les propriétés démontrées plus haut, la fonction r sera 
connue pour toutes les valeurs positives de l'argument si l'on 
connaît cette fonction pour les valeurs comprises entre o et 

-1 ou entre - et 1, ou entre i et i H — ? ou etc.; or 1 equa- 
22 2 

tion (29) permet de calculer très-rapidement logr(i-t-^j 

pour les valeurs de x comprises entre o et -• Dans son Traité 

des fonctions elliptiques, Legendre a donné avec seize déci- 
males les valeurs de S„ depuis n — 2 jusqu'à n = 35. 

Si dans la formule (29) on fait .r := i et ^ = -5 ce qui donne 

r(^-l-i)=:i et r(.r -h i)=?=- V^TT, on aura deux équations 
qui pourront servir au calcul de la constante C; on trouve, 
en observant que log H-lo^(i — x) = opour^ = i, 

SIUtt^ 

I _C=^l0g2 + i(S3 — l) + ^(Ss— .) + -(S:-l)-!----, 

quatorze sommes S suffisent, par ces formules, pour obtenir 
C avec quinze décimales; on trouve ainsi 

(3o) C==o, 57721 56649015328; 

nous ferons connaître, dans la Note suivante, un procédé plus 
expéditif pour calculer cette constante, procédé qui n'exige 
pas le calcul préalable des sommes S. 

7 , /. • d\02;T(x) j , , ^ 

9. Evaluation de la fonction -, dans le cas ou x est 

•^ dx 
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un nombre nommensurable . La fonction , peut s'ex- 
primer, sous forme finie, par un nombre limité de termes, 
toutes les fois que jc est un nombre commensurable. Si, c.:\ 
effet, on ajoute les deux équations (16} et (19), il vient 



ou, en posant e '^ = 2, 



— I 



(3,) !l%£(£-)+C== I ■-' dz; 

ax /o I — 2 



= riz:i: 

Jo I — •: 



• l> "* - . .. o 

SI 1 on a X = - 5 m et n étant entiers, et que 1 on fasse z = y", 

n ^ 

il viendra 



dx 



= — C -H « / d'j. pour ^=^ — ; 

la différentielle sous le signe / est ici une fraction ration- 
nelle, et, par conséquent, son intégrale pourra s'exprimer par 
des quantités algébriques, logarithmiques ou circulaires. Par 
exemple, on aura 

fi?logr(x) r^ ûj r . 1 / / '\ 

—d^—^-^-'- 1 7— ;-^-c^iog4(^pour^=-). 

Si la quantité x se réduit à un nombre entier, la formule (3i) 
donne 



f/logr(:c) 

dx 



1-C= f {i-i-z-{-z'^...-rZ^-'}dz, 
Jo 



c'est-à-dire 



dx 1 3 x — I 

la somme contenue dans le second membre de cette formule 
est connue sous le nom de suite harmonique. 

10. Détermination du minimum de la fonction Y [x). L'é- 

.• / N , t ■ d:^ logr(x) 
quation (17) montre que la fonction T~r~^ ^'^^ posi- 
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live pour toutes les valeurs de la variable ^ supposée réelle 

If .• d\osT(x) T'{x) 
el positive; en conséquence, la fonction j-^ — - ou —r— - 

est constamment croissante; d'ailleurs on voit par l'équa- 
tion (i8) que cette dernière fonciion est égale à — x pour 
X =o, et à 4- 00 pour a: = -h co . Il suit de là que la dérivée 
r'(^) ne peut s'annuler qu'une seule fois, et par suite que la 
fonction r(^) n'offre qu'un seul minimum. Ce minimum a lieu 
nécessairement pour une valeur de a: comprise entre i et 2, 
puisque l'on a r(2)=r(i); quand x est infiniment petit, la 

p • / N r (^ -f- r) I . ^ . 

lonciion r(x)= = — est infime; quand x croît jus- 
qu'à 00, T{x) décroît jusqu'à ce qu'elle ait atteint son mini- 
mum, et elle croît ensuite jusqu'à co . 

Si l'on veut obtenir la valeur de x qui répond au minimum 
de r (i 4- ^), il suffira de déterminer la racine positive unique 

1 !>' . / / , rflogr(i -\-x) 
de 1 équation r (i h- ^) =0 ou — ^-^ =0. Cette équa- 
tion, d'après la formule (27), est 

o = — — J— + (i — C) + (S,— 1 ) a; — (S3 — I ) 07= + . . . : 

on reconnaît facilement que la racine est comprise entre 0,4 
et 0,5, et l'on trouve par les méthodes d'approximation con- 
nues 

I -f-a:=: I ,4616821 ... ; 

on obtient ensuite, en faisant usage de la formule (27) ou de 
la formule (28), 

logvulgr(i-f-^)=: 1,9472892, 
d'où 

r(i -h ^) = o, 8856082. 

11. Remarque sur l'interpolation de la fonction numérique 

I .2.3. . .[x l). 

Puisque l'on a 

r(.r)=i.2.8. . .[x — i), 

quand x est un nombre entier, la fonction T{x) peut servir, 
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ainsi que Lacroix en a fait la remarque ( n" 434-, p. 84), à l'inler- 
pclalion de la suite dont le terme général est i . 2 . 3 . . .{x — i ). 
La formule précédente exprime en effet ce produit parle moyen 
d'une fonction continue de x dans laquelle la variable est sus- 
ceptible de recevoir toutes les valeurs réelles positives et 
même toutes les valeurs imaginaires dont la partie réelle est 
positive. Mais la formule ( 28 ) ou ( 25 ) fournit un mode d'inter- 
polation beaucoup plus général, puisqu'elle permet d'expri- 
mer le produit 1.2.3. ..(^ — i) par une fonction continue de x, 
dans laquelle la variable peut recevoir une valeur réelle ou 
imaginaire quelconque. Comme ce résultat est d'une extrême 
importance, il n'est pas hors de propos de faire voir que les 
considérations les plus élémentaires conduisent immédiate- 
ment aux formules (28) et (25), lorsque l'on cherche à inter- 
poler la fonction numérique i .2.3. . . (^ — 1) 

Soient donc x ei m deux nombres entiers positifs, les ^ — i 
fractions 



tendront vers l'unité si m tend vers l'infini, x restant constant; 
il en sera donc de môme du produit de ces x — i fractions, 
et l'on aura 



{/n -i- i) {ni -- '2) . . . (ni -{- X — i ) 1-4- Jm 

Sm étant une quantité qui s'annule pour m = co ; multipliant les 
deux termes de la fraction du premier membre par 1.2.. m 
et chassant le dénominateur i -!-£„, il vient 

fi .2.3 ... ml m'~' , , 

I -1- Sm , 



I .Q.-S . . .(m-\-x — I ) 
et en multipliant les deux membres par i.i.o . . .{x — i ), on a 

(1.2.3.. m ) m^-* , . 

i.-.3...ix—i)= , , , -^ ^H-s™ 

x[x-j-i)...{in-+-x — I } 

ou 

„ , , ,. (i .2.3. .. /;?)/""'"' / X 

1 . 2 . 3 . . . (^ — I ) = lim —r- ; , — , (pour m = 30). 

x{x-i-i). . .{m-l-x — I) 
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C'est précisément la formule (iS) dans le cas de ^ entier, ol 
l'on en déduit sans difficulté la formule (aS). 

Dans les recherches qu'il a entreprises sur cet objet, Gauss a 
pris la formule (aS) pour l'expression générale de la définition 
der{^), et M. Liouville, adoptant ensuite le même point de 
vue, est parvenu à plusieurs résultats intéressants (*) ; on voit, 
par ce qui précède, combien celte marche est naturelle. D'a- 
près l'analyse que nous avons développée, le second membre 
de la formule (23) est une série qui reste convergente par 
toutes les valeurs positives de x, et par conséquent dans la 
même hypothèse le second membre de la formule (sS) tend 
vers une limite déterminée. Mais pour justifier la nouvelle 
définition des fonctions r, il est nécessaire d'établir que la 
même chose a lieu pour toutes les valeurs négatives ou ima- 
ginaires dex. On voit d'abord sur la formule (25) que T{x) est 
infinie lorsque x est égal à zéro ou à un nombre entier négatif 
quelconque; ce cas étant mis de côté, je dis que la série de la 
formule (28) est toujours convergente. En effet, le terme géné- 
ral dans lequel on suppose /w supérieur au module de ^ — I, est 



,1 I \ r.r— I (jr — ly 

(a: — Il h • ■ . — 

V/n 1 m^ / m 



ou 

{x 1 ) {x 2 ) 



(i -4- «-«,), 



£,„ désignant une quantité qui s'annule pour m = co ; il résulte 
de là qu'à partir d'un rang suffisamment éloigné, les termes de 

ia série ( 23) décroissent comme les termes de la série ^ — ,; 

donc celle série est toujours convergente, et par suite le second 
membre de la formule (25) tend vers une limite finie et déter- 
minée. 

12. Démonstrations nouvelles des propriétés de la fonction 



(*) Voir sur cet objet une Note de ^I. Liouville, insérée au tome XVÎI du 
Journal de Malhéinatiques pures et appliquées. 
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r(^). Les propriétés de la fonction T établies plus haut dé- 
coulent immédiatement comme on va voir de la formule (25). 

Première propriété. On a 

(i .?.... m) m^~' 

^ ' x[x-i-\)...[x-^m—\)^ 

il .1. . .m) m'^ , , ^ 

d'où, en divisant, 

r{x -\-i) m. I ■+- ^'„ 



r[x) X -\- m i ->r z„, 

cl, en faisant w ^ x , il vient 

T [x -^ \)=^ xT{x), 

ce qui est la première propriété de la fonction r. 

Deuxième propriété. Si l'on multiplie entre elles les deux 
équations 

{\.i . .m)m''~^ , . 

'•'"' = ^(. + .)...(x^m-) "--'- 

( 1 . 2 . . . m) /?î-^ , , . 

(i — ^)(2 — .r). . .(m — ^) 



il vient 



(, + ^)(,-K.,)(,+,;.) 

r(^)r(i— x)— ^ ^ 



--f^l-T- ■■■-,? 



si l'on fait /?i = co , le numérateur se réduit à x et le dénomi- 
nateur à - sinTTjT, à cause de la formule connue 



on a donc 

r(x)T(l—x)= -r-^ ■» 

SlïlTTX 
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OU, en multipliant les deux membres de cette formule par ^, 

(33) r(iH-^')r(i — x) = 



sniTTO^- 



Troisième propriété. La troisième propriété de la fonction r 
n'a été démontrée au n" 5 que dans un cas particulier, nous 
allons l'établir ici dans toute sa généralité. 

Soient x une quantité réelle ou imaginaire quelconque, 
n et i deux entiers positifs; si dans la formule (24) on rem- 
place .z par X -h 1 il vient 
n 

i 

^f '\ Cl. ?. . .m) m " 

si l'on donne à i les n valeurs o, i , 2 , . . . , /2 — i , et que l'on 
multiplie entre elles les égalités résultantes, il vient 

r(.)r(.-.l)r(.-.^)... t (^-."-^)= (---)" -"^-~^''»""' (.^,,), 

\ "/ V "/ V " y nx{nx^i)...{,ix-i-nin-\y -" 

t„ désignant toujours une quantité qui s'annule pour m==:o . 
Mais l'équation (24) donne aussi, en remplaçant a: par nx, et 
écrivant nui au lieu de m, 

, , (1.2. . mnYmn'f-^ 

^ "-^ = — -r — ; — ^ r n ' + -^« ) î 



des deux équations précédentes on tire 

- ( 1 + im ), 



r(.) r (.^1) r (.+ ;)■■■ r (x-^!L-l) ^ ^,^ „,. ,,,„^ 

{i.'i... mil) m '■" 

Sm désignant encore une quantité qui s'annule pour m=z:c , 
La limite du second membre de cette formule est une fonction 
de n indépendante de x; en la désignant par o{n), on aura 

(34) r(^)r(^^-4-^y(^xH--|)...r(^^-h^) = ;t-'-r(/Kr)?(n), 
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la fonction t^{n) étant définie par la formule 

, , ,. ii.-i. . .mYn""'-*-' 
o[n)=:lim— — • (pourm = co). 

(1.2. .. . mu) m ^ 
Si l'on fait 

, , , 1 . 2 . 3 ... m 

•!^{m) = ; — , 



2 



m 
on pourra écrire aussi 

o [n) — v//i lim \'; '\ - = s/n A„ , 
i}» [mn) 

en posant, pour abréger, 

■]> [mn] 
on a aussi, en changeant m en ini, 

A„ — 11 m — — ■) 

•^[imn] 

puis 

. a;; ,. [Mm)Y ,. [-K^An)]" ,. \'-i{myY v [V"^<" 

K—~=\\mfj-. — ^•limtj^ ^^hniUi — ' \ \\xrii^ ^^ 

A„ \_^[mnY\ -blimn) L'^^v^'^jJ ■!^[imn) 

mais les quantités lim -i-^ — 4- et lim ^ 4- sont égales a Aj; 

■^[im) ■!^{'imn) 

donc on a 

A„=:A2~' et o(7i) = y'wAj"'; 
quant à la constante Aj, sa valeur est 

a{l) ,. (1.2.3. ..770' 2"""^"^ .. 4 / ■ 2244 um — 1 Ï^T" 
A.= ^-^ = hin^^ — = lim V/ » 7 ô - I . 

^/.^ i. V 13dD ^t77^ 12 777 — I 

' (1.2. 3. ..2777)771^ 

d'après le théorème de Wallis [voir page 78) la quantité sous 

le radical a pour limite 4- ou 277; on a donc 

A2= V^2 7r, 
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pur suite 

I n— I 

et 

71 — I I 

/ l\ / 7? 1\ ■ • — ''-^"-l 

(35) r(jr)rLr-4-- •••rLrn =^(2 71-)- n '^■r{nx). 



Telle est l'équation qui exprime la troisième propriété de la 
fonction r; en y faisant n — a, il vient 

Tlx)rix-i-~) =71^2-"+' r{^x), 



■■1 

ce qui s'accorde avec le résultat que nous avons obtenu au 
n°5. 

La démonstration que nous venons de présenter de la for- 
mule (35) est directe et indépendante des autres propriétés de 
la fonction r. Pour déterminer la constante A:, on aurait pu se 

servir utilement de la relation T{~\=z\Jr.; ainsi en faisant 



a: = - et 7t = 2 dans la formule (34), on aurait eu 



2 



v/î7 = -o(2) =:-\/2A2, d'où A-,— v/2~, 

2 2 

comme nous l'avons trouvé autrement. Enfin on peut obtenir 

très-simplement la fonction ^{n) comme le fait Legendre, en se 

servant de la deuxième propriété des fonctions r; posons en 

effet ^=::o dans la formule ( 34), après avoir remplacé r(:r) par 

r(:c-M) , , T{nx-\-i) ., . , 
— et r(nx) par — '^ •? il viendra 

ou, en renversant les facteurs, 

I , , /n — I \ [71 — 2 \ / I \ 
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inuhinlianl ces deux valeurs de - of/i), el observant nue 

r ( - 1 r ( ) :=^ — '^7—-, on aura 

\ ni \ n I . iT. 

■' ^ ' sin — 

n 

?'(«) = 



. 77 . 2 77 . [n — 1)7: 

sm - sin • sin ^^ — 

n n n 



mais on sait que le dénominateur de cette expression est égal 



, n 

a — ■•> donc 



çp'(n) = «(277)"-' et 9(/î)= V^«(2 7:) '•* , 

comme nous l'avons trouvé plus haut. 

Pour compléter l'exposition de la théorie des intégrales 
eulériennes, il nous reste à faire connaître la formule deStir- 
ling, par laquelle on peut évaluer le produit I. 2.3. . .^ ou la 
fonction r(^ + i) quand x est un très-grand nombre. Celle 
importante question fera l'objet de la Note suivante. 
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NOTE Y. 

SUR L'ÉVALUATION APPROCHÉE DU PRODUIT ; 2.3....r, 
LORSQUE X EST UN TRÈS-GRAND NOMBRE, SUR LA 
FORMULE DE STIRLING ET SUR LES NOMBRES DE 
BERNOULLI ( * ). 



1. La formule de Stiiiing exprime, comme on sait, la somme 
des logarithmes des x premiers nombres entiers, ou plus gé- 
néralement le logarithme de l'intégrale eulérienne de seconde 
espèce r(:i:-!-i), par le moyen d'une série essentiellement 
divergente, et qui cependant peut être employée avec avan- 
tage pour le calcul numérique. Cette formule remarquable a 
fait dans ces dernières années l'objet des recherches de plu- 
sieurs géomètres, parmi lesquels on doit citer Cauchy, Binet, 
M, Malmslen et M. Liouville. 

Les démonstrations les plus simples de la formule de Slir- 
ling reposent sur la détermination préalable de la dérivée 

d\o°Y i X -\- I ) 

^—) •> en sorte que l'intégration introduit une con- 
stante arbitraire dans l'expression de la fonction logr(a;-i- i). 
Pour déterminer celte constante, on peut employer divers 
procédés, et l'on y parvient, en particulier, en se servant delà 
formule connue de Wallis, comme l'ont fait Lacroix (p. 86) et 
M. Liouville. Or cette simple formule de AVallis suffit à elle 
seule pour établir complètement celle de Slirling, et la déduc- 
tion est si facile, que la deuxième formule peut être regardée 
avec raison comme une transformée de la première; c'est ce 
que je me propose de faire voir dans cette Note. 



(*) J'ai communiqué à l'Académie des Sciences, dans la séance du 2 avril 1860, 
les résultats que renferme la première par de de cette Note. 

Lacuoix, Cale, diff., Il, 23 
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2. La formule de Wallis est [voir n" 435, p. 86) 

TT ■?. 1 ^ ^ Ç> & "XX 2 2X 2 'XX 

-=^-'^'-^--^--='- ••• 5 ■ (poura; = co), 

2 100557 2-^ 02^ l IX — I 

et elle prend celte forme très-simple 

(i) —■ — H-=i (pour^^co), 

si l'on extrait la racine carrée de chacun de ses membres, et 
que l'on désigne par ? (^) l'expression 

1 . 2 . 3 . . . ,r 

7 

I 
^-^- 

\j1t: X ^ 

ou le produit de cette expression par une exponentielle de la 
forme a^, a étant une constante quelconque; on pourra donc 
poser, en désignant par e la base des logarithmes népériens, 

I .2.3. . .X 

(2) ?(-î«^)= :• 



\[^ e~^ X 
On tire de là 



x^-■ 



o{x] \[ i\ - -'-^(^"*'î)*^!ï(''^;j 



(3) ;' ' ==.-!+- =e 

0(^4-1) e\ xj 

formule où la caractéristique log exprime un logarithme né- 
périen. Or, tant que le nombres est plus grand que i, on a, 
en désignant par 6' et ô" des quantités comprises entre o et i, 



log ( I -+- - I = - — ^— , 



I \ _ I ^' „ I I , ^" 

et, par conséquent, 

désignant une quantité comprise entre — i et + i ; donc 

?(^) _ p. 

— '1 — ; — ^ — ^ ' 
y(^-j-i) 
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on aura aussi, en changeant x en ce -i- i, x -\- i,. . ., ix — i, 
et en désignant par S,, G^,..., Ô2^_, des quantités comprises 
entre — i et + i. 



'2X—\ 



y (^-h l) {x-i-iy f?{lX l) (2a:— 0= 

^{X-+-2.)~ »•••? <f{9.x) 

En multipliant entre elles toutes ces équations et la précé 
dente, et en observant que la valeur absolue de la somme 

6 6, Ojs-< . , I I 

— -h : ; — -; + . . . + ; cst moindrc que — X ^ ou -» 

X' {x-i-l}' {2X l)^ ^ X^ X 

on pourra écrire 



étant une quantité comprise entre — i et + i; et si ^ de- 
vient infini, on aura 

(4) f{^) = ' (POura; = x). 

Si maintenant on divise l'équation (i) par l'équation (4), il 
viendra 

(5) ff{x) = i (poura'=oo), 

c'est-à-dire, à cause de la formule (2), 

I 

-^-t-r 

(6) 1 .2.3. . .X ^= S/2.7T e-'' X ''(i-f-Ej.), 

en désignant par s^ une quantité qui s'annule pour ^ = co . 
3. Posons, comme dans la Note précédente, 

r(^+i) = i.2.3...^, 

on peut obtenir très-simplement l'expression complète du pro- 
duit r(^-f-i), ou, ce qui revient au même, celle du loga- 

23. 
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lilhme népérien logr(x4-i). On a d'abord, par la formule (2), 

(7) logr(^4-i) = ^log^77 — ^+ (^"^^j loS-^-^*os<?(^)' 
et l'on a ensuite identiquement 

logo (jrj^lojj P x -i-log^ -;-<-.■■-<- : ^'/ ^,T-logp(-r-T-m-:-i); 

mais si l'entier m croît indéfiniment, (^{x -i- m-i-i) tend vers 
l'unité, d'après la formule (5), et son logarithme tend vers 
zéro; on a donc 

m =00 

log,(^)=^2)^^g ,(;. + ;n + .r 

nj = o 

OU, d'après la formule { 3 \ 
et l'on aura en conséquence 



[' logr(x-hi)= - log2- — x-\-(a:-'r -] logo: 



(9) 



1 m =0 



Cette formule, qui a été déjà rencontrée par Gudermann, se 
déduit presque immédiatement, comme on le voit, de la sim- 
ple formule de Wallis. 

4. Toute l'analyse précédente suppose que x est un entier 
positif; mais le second membre de l'équation (9) est une 
fonction dans laquelle x est susceptible de recevoir une va- 
leur quelconque; en exceptant le cas où x est un entier né- 
gatif, la série qui figure dans la formule (9) est toujours con- 
vergente; car ses termes, comme il est aisé de s'en assurer. 

décroissent comme ceux de la série 'X"",* Cela posé, je dis 
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que la formule (9) subsiste, quel que soil x, en se confor- 
mant à la définition générale que nous avons donnée de la 
fonction r. Cette définition est exprimée par la formule ( 23 ) de 
la Note précédente, qui donne, en remplaçant x par ^ + i et 

écrivant, sous le signe ^^ m -}- i au lieu de m, 

(.o) logr(.r+,)= 2 [^^«s(''"'"^)~^'K"^^)]* 

m := o 

Pour prouver l'identité des valeurs de logr(^ ~ i) données 
par les équations (9) et (10), il suffit de différentier deux fois 
ces équations; on tire de l'une et de l'autre 

f/' logr(^H-i)_ 'T^ 1 



dx'' ^ [x-^m-hif'' 

m = 

les seconds membres des formules (9) et (10) ont donc leurs 
secondes dérivées égales; en conséquence ils ne peuvent dif- 
férer que par une fonction linéaire de x; mais comme ils 
sont égaux pour les valeurs entières et positives de x, il s'en- 
suit que leur différence se réduit nécessairement à zéro. 

3. Il est facile d'exprimer la fonction log ? ( r ) par une inté- 
grale définie. On trouve, en différentiant la formule (8) deux 
fois de suite, 



(/ log t? (x) I 

dx 2X 






d^\og(o{x) I i ^ I 

dx^ X n.x- ^ {x -\- m)' 

Or on a,, pour toute valeur positive de r, 

^ »- o 
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si donc la variable x reste positive, on aura 



d''\ogo{x) 



dx' 






mais la quantité ^ e ^'^ est égale à ^^; donc 

DJ =0 

intégrant deux fois et observant que les fonctions logçp(.r) et 

rflogtpf^) , , ... 
j^ ■ s annulent pour x-=^:c , il vient 

En portant cette valeur de log<5)(^) dans l'équation (7), on 
obtient une expression de log r{x-^\) qui a été obtenue par 
Cauchy et que j'ai donnée depuis dans la Note XIV de mon 
Algèbre supérieure. 

6. On peut tirer de ce qui précède la formule de Stirling ; mais 
il est nécessaire pour cet objet de transformer la formule (n): 
nous nous servirons à cet effet des résultats obtenus dans la 
Note précédente. Nous avons trouvé l'équation 



r(n-^)r(i ~ x) 



Slli-nx 
d'où 

log r(i + ^)-f- logr(i — x) = logTT^ — logsinTT^, 

et, en différentiant, 

'd\og^{^-^x) </logr(i — x) I costtx 

dx dx ~~ X " sin v: x • 



e" 
-I 



^ ^Trxv/-i_„-7r^V^: 
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mais on a, par la formule (i8) de la Note précédente, 



Jlogr(i-+-^)__^_^/ I \ , /i 



(Ix \ l-hxj V 2 

et en changeant x en — x 

c^logr(i— ^) n , / ^ \ , (^ 



-+- X j 



\ I X j \ 2 2 X j 



dx 

Si donc on porte ces valeurs dans l'équation (12), on aura 
IX IX IX I ., e^'N/^-+-e-^^v/- 



-f-...= -'v^— I 



I — x^ 0? — x'^ V — x"^ X TTxy'— I p— -iV— » 

cette formule n'est autre chose que celle qui donne la valeur 
de cotTT^c en une série indéfinie de fractions simples; elle se 
trouve démontrée d'une manière élémentaire dans plusieurs 
ouvrages, et notamment dans ma Trigonométrie ; nous aurions 
donc pu la prendre ici pour point de départ; mais, outre qu'elle 
est établie par ce qui précède pour toutes les valeurs réelles 
et imaginaires de x, il n'était pas sans intérêt de la rattacher 
aux formules que nous avons données dans notre théorie des 

fonctions r. Si l'on pose x^= —^ •> la formule précédente 

devient 



m = v3 



(.3) • ' • - ' 



or on a, par la division, 



»j== 1 



4/n'Tr''4-a' [irn-Kj [inivY 



+ y.' 



:0m 



0„ désignant, pour abréger, la quantité -^ — ^__^^ , dont la va- 
leur est comprise entre o et i. 

Donnons à /n les valeurs i, 2, 3,... jusqu'à l'infini, ajou- 
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ions ensuite tous les résultats, el remarquons que si l'on 
pose 



/«=r CO 



2®" 







;h = I m z= i 

sera nécessairement compris entrée et i, on aura, à cause 
de la formule (i3), 

nj =; ce r)i=ztc 



^^ (iniT: 



■2 a'' 



nj := I TO = I 






et si l'on fait 



(-4; 



Bn T / , I _ I 



1.2. 3.. 2« 2'''-'7r^"\ ' 2^" 3"' ' 4*" 

il viendra 

I / I I I \ B, B, , ^ B„ 



, g— =^; a 2/ 1.2 1.2.3.4 



1 . 2 ... 2 /i -h 2 



étant, nous le répétons, une quantité comprise entre o et i. 
Ce résultai remarquable est dû à Cauchy; la fonction de a, 
qui constitue le premier membre de la formule (i5), ne de- 
vient infinie que pour les valeurs de a comprises dans la for- 
mule a = 2/(77 y/ — 1> ^' élanl un entier posilif ou négatif, mais 
différent de zéro; il en résulte que celte fonction est dévelop- 
pable en série convergente, par la formule de Maclaurin, pour 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de a dont le module 
est inférieur à 27:, en sorte que l'on a, dans cette hypothèse, 

^, T /' I I i\ B, Bj , . , B„ 

16 - 



m I g—^- a. 2/ 1.2 1.2.3.4 

mais la formule (i5) subsiste pour toutes les valeurs réelles 
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de a, et elle fait connaître l'expression du reste de la série ( i6), 
lorsque l'on s'arrête au terme du rang ji. 

Les coefficients B,, B^. B3,..., qui figurent dans les for- 
mules (i5) et (16), sont connus sous le nom de nombres de 
Bernoulli; l'équation (i4) fait connaître l'expression générale 
du n'^™* nombre de Bernoulli; mais cette expression contient 
la transcendante tt et en outre la somme d'une série indéfinie. 
Il est facile de calculer successivement les nombres B qui sont 
tous rationnels; à cet effet, considérons l'équation (16) où nous 
supposerons a <^ ar pour la convergence de la série; si 

l'on remplace 37 par la valeur égale -, il vient 






1.2.3.4 



.(_,)«-' — ^ 



ou 



!\ 2 / Ao: [^ 1.-2 i.2.i.4 i.i...'2n J 



remplaçant les exponentielles par leurs valeurs en séries, 
il vient 







- '2 H H. 

2 V 1.2 


• H 1- 

I 2... 2/1 


••; 






«°- 




2« \ 
11 


(' ^\ - 
IH -K- — . 


•+(- 


.)"- 


B, 


..■x:s'^-~' 


1.3. 


..(2fH-l) ' / 


1.2... 2n 



)■■ 



\ 



les deux facteurs du second membre sont des séries convergen- 
tes, et la deuxième ne cesse pas d'être convergente quand on 
réduit ses termes à leur valeur absolue, car la série (16) reste 
convergente quand on remplace a par a \J — i , puisque la seule 
condition de convergence est que le module de a soit inférieur à 
2ir; il s'ensuit que si l'on effectue le produit des deux séries 
qui figurent dans le second membre de l'équation précédente, 
et qu'on ordonne le produit par rapport aux puissances de «, 
on reproduira identiquement la série contenue dans le pre- 
mier membre. En procédant ainsi et égalant de part et d'autro 



354 - NOTE 

les coefficients de y}", il vient 



E, 



.2...(2n-J-l) 2 1.2...2H I.'2...(2n — l)l.2 1.2. ..(20 — 3) 1.2.3.4 



1.2... (2H — 2/X-J-l) 1.2. ..2// I 1.2... 2n 

équation qui déterminera B„ si l'on connaît B,, Bj, . . ., B„_,; 
en y faisant successivement n = i , 2, 3, . . . , il vient 

^ — -+B, = 0, 

2 

1 I i 

D 2 2 

h-B, r-tB, +63 = 0, 

7 2 2 2.3.4 

ï ',8 8.7.6 8.7.6.5.4 p ^_^ 

g 2 2 2.3.4 2. 3. 4-5. o 



équations qui donnent 

B,= i, B,=:^, B3 = ^, B, = ^, 

b 3o 4^ •^'^ 

Tî — ^ Tî — ^'^' Ti — 7 

DD 2730 O 

La suite des nombres de Bernoulli est, comme on le voit, d'a- 
bord décroissante, mais à partir de B3 elle devient indéfini- 
ment croissante. 

7. Revenons maintenant à la formule (11) qui donne l'ex- 
pression de log ^[x). Cette formule se réduit, en faisant usage 
de l'équation (i5), à 

, O I.2.J.4 Jq 

>.2...2nJ^ .2... (20-^2) Jo 
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Or on a ( voir la Note précédente) 

r(p)_ i.2.3..(p— ij 



r 



I 



pour toute valeur de l'entier pi; en outre, comme la quantité© 
reste comprise entre o et i, l'intégrale^ / &e ''' a'v/a est 

positive et inférieure à I e '^"^ a'" ^/a, c'est-à-dire inférieure 

Jo 
, I .2 3. . . 2« , , . ^ 1.2.3... 2/i 

a ■> on pourra donc la représenter par 9 , 

en désignant par une quantité comprise entre o et i. D'après 
cela, la valeur précédente de log «p {x) devient 

(.^)iog?W=^--,^-.+...+(-0"-'rA ^ + (-')"^ — ~ — -,- 

et, en portant cette valeur dans l'équation ( 7 ), on aura, pour 
toute valeur positive de x, 

i logr (.c + i) = - Io^2:t — x-f- I x-H- J logar 

_i_^L_Al_i_ i f ,\"-i " ' / SB a '^»+' L_ 

"^1.2X 3.4x''^'"^ -" (■2n-i)2nx"'-' -^ (•2/H-l)(2H-+-2) ^2" + ' ' 

la quantité 9 qui multiplie le dernier terme étant, nous devons 
le redire, toujours comprise entre o et i. 

Si l'on prolonge à l'infini la série du second membre, on a 
la formule de Stirling, savoir : 



logr(j:-f-i) =:_log2;r — .c-H |x-i-- j log 
B, I B. I 



(^0) \ X. . ^ . R 



1.2X 3.4a:' •• V / (o.n— i)2« ^.2"-' 

Mais il est facile de voir que celte série est divergente, quel- 
que grande que soit la valeur attribuée à ^; en effet, la valeur 

B" I 

absolue du terme général ( — 1)"~' ; ^ — est égale, 

^ ^ ' [-2.11 — i)in X-"-' ^ 

d'après la formule (i4)» a« produit des deux quantités 

I 2 3 2 w — 2 I / I I 

et -^—14--^ + 



27T:r 2 77^ "x-KX it:x itl^x\ 2'" 3'" /' 
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La seconde de ces expressions tend vers la limite 

quand n augmente indéfiniment ; la première expression, au 
contraire, augmente au delà de toute limite, car elle est un 
produit dont les facteurs inférieurs à i sont en nombre limité, 
tandis que le nombre de ceux qui sont supérieurs à i , et même 
à telle quantité que l'ontvoudra, peut devenir plus grand que 
tout nombre donné. Il résulte de là que les termes de la 
série (20) croissent, à partir d'un certain rang, au delà de toute 
limite, et en conséquence cette série est divergente. 

8. Mais il est très-remarquable que la série de Stirling, 
malgré sa divergence, fournisse un procédé très-exact et très- 
commode pour calculer logr(x 4-1), et l'approximation que 
l'on peut obtenir par cette voie est d'autant plus grande que x 
est plus considérable. Effectivement, si x est supérieur à i, les 
termes multipliés par les nombres B dans la formule de Stir- 
ling vont d'abord en décroissant, el l'on voit par la formule ( 1 9) 
que l'erreur commise en faisant usage de la formule (20) est 
toujours moindre en valeur absolue que le premier des termes 
négligés. On aura donc la plus grande approximation possible 
en s'arrêtani au terme qui précède le terme minimum, el ce 
terme minimum lui-même donnera une limite supérieure de 
l'erreur que l'on aura commise. Par exemple, si l'on néglige 
complètement, dans la formule (20), les termes multipliés par 
les coefficients B, l'erreur commise sera positive el inférieure 

11 ou a 1 a cause de B, = 7^; on aura donc 

1 . 2 .r 1 2 .r 6 



i logr(.r +i)>.-log2 7r — x-^{x-^-\ \o%x, 

Mogr(x-|-i)<;-log2 7: — ^ -h f:r-h- |log.r- 
ou, en revenant d^s logarithmes aux nombres, 



12a: 



[22) 



En parlant de ces formules, on peut obtenir deux limites du 
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nombre de Bernoulli B„, dont l'une nous sera utile dans ce qui 
va suivre. En posant, pour abréger, 



^ — ' _L JL J_ 

&2n ' "^ ^1 "*" 32» "^ /î^/i 



on a, par la formule ('4)» 
d'où l'on tire 

B„+, ( 2 /i -h 1 ) ( 2 /i -f- 2 ) S2,.+2 Bn I . 2 . 3 . . . 2 7i Sin _ 

mais, comme S;,„. décroît quand u. augmente, on a 

B„+i (2n-4-i)(2 7;. H-a) B^> ^ i.2.3. . .27? 

B„ '^ 47r^ ' B. '^ 2'"-'^'-^ ' 

ou, à cause de B, = -., 

, ,. B„^., B„ 

(20) ;; —. ^><C-7— ,' 

(2;i -i-l)(2/l4- 2) 4^^ 

la formule (24) donne une limite supérieure de Ba, on aura 
une limite inférieure du même nombre en remplaçant S.„ 
par I, dans son expression exacte ; il vient ainsi 

„5, B,.> '''^"^" . 

Si l'on remplace Y {in-^\) par sa limite supérieure, tirée des 
inégalités (22), dans la formule (24), et par sa limite infé- 
rieure, dans la formule (25), on aura 

I 

2"-!-- I 

I ilïl) ^ -7- 

{26) ' 

\ I 

in-\ — 

B„>2 ^ '- -€-'■-; 

in-i — 
(2.) - 

I 

le rapport de ces deux limites de B„ est — e^î". 
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Les formules que nous venons d'établir ont été dormées par 
Cauchy ; elles permettent de déterminer facilement l'approxi- 
mation avec laquelle on peut calculer logr(;i:-f-i) par la for- 
mule de Slirling. 

Désignons par «„ la valeur aiisolue du terme de cette série 
qui dépend du coefficient B„, on aura 

B„ I M„+, _^B„+, (2/i l)2/î 1 

" {-m — i)2n a:'"-'' iir, ~ B„ (2/H-i)(2wH-2) x'' 

la seconde de ces deux formules donne, à cause de l'inéga- 
lité (23), 

M„+i ^(2w — i)2n 

et l'on aura, à plus forte raison, 



Un T.-X^ Un \ZX 

Donc M„+, sera inférieur à ?<„ tant qu'on aura 7i<| 3a: ou n = 3:r. 
Ainsi quand x est^i, la série de Stirling est décroissante 
dans les premiers termes, et si x est un nombre entier, ce 
décroissement aura certainement lieu jusqu'au terme de 
rang Zx, lequel sera lui-même plus petit que le terme suivant. 
Cela posé, désignons par e„ la valeur absolue de l'erreur 
commise en s'arrétant, dans la série de Stirling, au terme mul- 
tiplié par B„, on aura, comme on l'a vu, 



2;i -h I )(2« -f- 2) ^''" 



et, à plus forte raison, à cause de l'inégalité ( 23), 

/ B„ 

et enfin, à cause de la première des inégalités (26), 

6 X \eT.x) 

limite qu'il est facile de calculer par logarithmes. 
Nous avons vu que si x est entier, le décroissement des 
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termes de notre série a toujours lieu, jusqu'à ce que n soit 
égal à 3x; si l'on hiiu = 3x, la formule (27) devient 

et parce que x est au moins égal à 1, on aura à plus forte 
raison, 

mais on a 

^(-] e"^ = 0,393409..., 
donc • 

e=,< 0,393409... {^^) (-^y; 

ou, en prenant les logarithmes vulgaires des deux membres, 

( 28 ) log E,. < 7 , 594844 -+- ^ log - + (3 , 394233 1 ) X. 

Pour .r = I , on a déjà 

log £3 < 4.98907 75 

et par conséquent t^ <C 5 pour x = to, on a 

Iog£.,o<27,o47i75, 

et l'on voit que, dans cet exemple de.r=io, on peut pous- 
ser le calcul de log r(.r-t-i) jusqu'à la vingt-sixième décimale, 
en s'arrêtant au terme multiplié par B30. 

La formule (27) montre, comme nous l'avions annoncé, que 
la formule de Stirling permet de calculer généralement 
log r(^ + i) avec une approximation qui sera d'autant plus 
grande que ^ sera plus considérable. 

9. On obtient des formules utiles en différentiant une ou 
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plusieurs fois la formule de Slirling ; mais comme celle der- 
nière renferme une série divergente, il en sera de même de 
celles que nous avons en vue. Cependant celles-ci peuvenl 
servir, comme la formule de Slirling, pour le calcul numérique ; 
c'est ce que nous allons élablir. A cet effet, remarquons que 
la quantité© qui figure sous le signe / dans le dernier terme 
du second membre de la formule (17) est indépendante de x; 
on aura donc, en différenliant ^ fois celle équalion, 



(29) 



dx'- 



+ (->)"■ 



. (2M-r-2) 






C3i) 



alors, en pro*cédant comme nous l'avons fait, pour déduire 
la formule (18) de (17), on trouvera 

^~''' '^j. ~ ' r(3) ^./-t-i ' r(5) ^//-t-3 

9 désignant comme une quantité comprise entre o et i. 
Quand x est suffisamment grand, les termes du second membre 
vont d'abord en décroissant, comme dans la série de Slirling, 
et l'erreur commise en s'arrèlant à un terme quelconque est 
moindre que le terme suivanl et de même signe que ce terme; 
dans le cas parliculier de p-= i, on a 

<'°) dx -"TI^'^T^* -^"X'^ ' ' " 21.-4-2 ^î'.H-^- 

On lire de la formule (7), par la différenlialion, 

dx ^ 2X dT 

,„. d"\og r (x-+- n _ rjj'^z^l _ LLltl + (- 1 ■"■ '^'' ^°^ '■ ^""^ , 

dx' X' 2x' dx' 

on aura donc 



('- 
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et, pourp. >> I, 

9 désignant, dans toutes ces formules, une quantité comprise 
entre o et i . 

10. Les résultats que nous venons d'obtenir fournissent un 
mo^/en très-simple de calculer la constante d'EuIer, constante 
que nous avons désignée par C. Nous prendrons pour point de 
départ la formule (82) de la Note précédente qui suppose x 
entier et qui devient, en changeant ^ en ^ + 1 , 

■^ i ' '^ X dx ' 

, d\ogT [x -\-\\ 
remplaçant -^ par sa valeur tirée de la formule (3 r ), 



il vient 



C=(i + ^ + |+....H-^)-l0g^ 



I 

rtx 



. B, ^ B^ / _ B 

eî l'erreur commise en s'arrêtant au terme qui dépend de B„ 

sera moindre, en valeur absolue, que - — ^"+' pn rprr, 

^ (2/1 + 2) ^^"+2 ^"rem- 
plaçant les nombres B parleurs valeurs, dans la formule pré- 
cédente, il vient 



I I 



i + - + 3H-----i-^) — log^ ^ 

(33); , 2 es X) 2^ 

691 



iix- \10X' 1^o.x^ 24o^«~^i32^'«" ~32^6â^~^"* 
et, en s'arrêtant au dernier des termes écrits, l'erreur commise 

Lacuoix, Cale, diff., II. 2/1 
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sera moindre que • xVinsi en faisant ^;:=io, on a la for- 

mule 

r [ I T I I I I I r I \ 1 

\ 2j 4 06789 10/ " 20 

o.of o.ooor 0,000001 0,00000001 o,ooooooooor' o,nooooooonf)f)i 

12 120 252 240 \'Sl 32760 

qui donnera la valeur de C avec quinze décimales exactes; en 
prenant 

log 10 = 2,3o258 5oc)?,gg4o45 GS, 
on trouve sans difficulté la valeur 

C^:= 0,577.11 5664g 01 532, 
déjà donnée dans la Note précédente. 

11. Nous avons fait connaître au n° 6 une formule qui per- 
met de calculer successivement les nombres B,, Bj, B3,....; 
on peut exprimer généralement B„ par une formule débarras- 
sée de transcendantes, mais qui est un peu compliquée. Xous 
croyons toutefois utile d'établir cette formule, en terminant 
la présente Note. 

Les nombres de Bernoulli sont définis par la formule (iG), 
qui peut s'écrire comme il suit : 

« I 1 B, B, , , B„ 

f/^- I y. 2 Î.2 \.i.Ci.L\ \.i..nn 

Or on a identiquement 

I I 2 



si donc on remplace les fractions du second membre par leurs 
valeurs en séries, en faisant usage de la formule précédente 
appliquée aux cas de a 1= ^ et de a = 22, il viendra 

T T R R R. 
(34) = (.y-_i)JlL._^(2^_,) L_^^3_.. _^(_,y.(-2-_,. -^.. 

* ' e'H-i 2 ^ ' \.i ^ 1.2.3.4 i.u.. 2/j 

série convergente pour toutes les valeurs de z dont le moJulc 
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est inférieur à 77; on a donc, par la formule de Maclaurin, 



./=«-• ' 



(35) ( — i)"! B— 1 — (pour^ = o 

' ' -211 dz'"-' ^^ 



I — é" 
La première dérivée de la fonction est ; -■> et 

é^ -t- I ( e= 4- I )■- 

il est aisé de voir que l'on aura généralement 
rfî«-' — 



Al, A,,. .., Aîn-i étant des coefficients indépendants de z; il 
y a plus : l'équation (34) montre que la première dérivée de la 

fonction — est une fonction paire de z qui ne change pas 

quand on y changez en — 2; il s'ensuit que la même chose a lieu 
pour toutes les dérivées d'ordres impairs. Mais, par ce chan- . 
gementde^en — z, l'expression précédente devient 

A;„_.e('"-''^-|- A;„-,et^"-^'^-{-. ■ ■ + A,fc= 
( e' -M )■■'" ' 

il faut donc que l'on ail généralement 4,„_, = A,, et, par suite, 

,,„. .= + . A, [«(="-''--+e=V...-t-A„_,[^("+'^--+e(«-'^ = l-f-A„e" 

(36). — '- " ' ' 



Cela posé, on a 

I e~' 



e- + 1 I -H e" - 
d'où 



e-- + e-^= — ...4-[ -1] 



D2n— I — 3: . - ^//. 2n— 1 — >i.Z 



^2h— le— :s 521 — 1,-3" 



dz-"-' 

mais on a aussi 

(e'+.)^"=e^"'+-«^'"-'-^-^-+ ^"^'"~'^-^'^'~'"^'^ ^'-''-'^'4-...+3»c-'+,, 
I 1.2. . .1 



X 



!'■ 
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et en mulUplianl entre elles les deux équations précédentes, ■ 

on aura, à cause de la formule (36), 1 

Le premier membre de cette formule est une fonction en- 
tière de e'; par conséquent, en effectuant le produit indiqué 
dans le second membre, il ne restera que des termes con- 
tenant des puissances positives de e- en écrivant que les ter- 
mes en e'^"-'"> sont égaux dans les deux membres, on trouve 

A,= — 1="-', 
et, pour les valeurs de f* supérieures à i , 



A„.= -')'' 



-^-O' 



,j. — I ■jnf 2n — i)...(2n — // -f- 2 ) ^ ;„— 



»— l)...(2n — //-f-2) ^2n-i"l . 
1.2. ..(/i—l) J' 



(38) 



mais les formules ( 35 ) et ( 36 ) donnent 
( - i)"^^"~ ■ B„= -^, (a.+ A.4- A3M-. ■ ■+ A„- -4- '- K) . 

"^ '■2.71 2" ' \ " / 

on aura donc 

[-M-î^n'an — l)...( n-+-0 2n-\ \ 
(„_if'-'_an(n-2)-"-'+...^-(-iJ - ,.2.,.(„-2) J 

r . , ,„-. 2n(2n— i ).--(n-+-a) ,2«-i"| . 

^C-0"U"~'-2"("-') '-—•+(-') ,.2. ..(1.-0 J' 

enfin, si l'on réunit les termes en «="-, (n— i) —,..., on aura 

] V in 2n(2n-0 i 2n(2ri - Q (2^ - 2) "! ^ „ _ ^^;n-i 



formule dans laquelle la loi de succession des termes est évi- 
dente. 
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NOTE 



THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Par m. HERMITE. 



On donne, comme on sait, lenom ^& fonctions algébriques 
aux polynômes entiers par rapporta une variable, aux quo- 
tients de ces polynômes et aux racines des éfjuations dont le 
premier membre est une fonction entière par rapport à l'in- 
connue et à la variable. Les fonctions que l'on appelle trans- 
cendantes sont toutes celles qui ne rentrent pas dans la 
définition que nous venons de rappeler, par exemple les 
exponentielles et les logarithmes, les sinus, cosinus, tan- 
gentes d'un arc de cercle, ou les arcs sinus, arcs tangentes, etc. 
Les fonctions de fonctions que l'on obtiendra par des combi- 
naisons algébriques de ces premières transcendantes seront 
encore évidemment des fonctions transcendantes, et l'on voit 
ainsi comment on peut, quoique sans utilité, en multiplier 
indéfiniment le nombre. C'est en quittant le champ de l'al- 
gèbre et en quelque sorte dès l'abord du calcul intégral, qu'on 
est amené naturellement et sans effort à l'origine véritable- 
ment féconde d'une infinité de fonctions nouvelles, distinctes 
essentiellement les unes des autres, offrant pour chacune 
d'elles un ordre de notions analytiques propres, en môme 
temps que des caractères communs qui les réunissent en gran- 
des catégories, et dont l'étude approfondie est l'un des objets 
les plus intéressants de la science actuelle. Deux géomètres 
illustres, Abel et Jacobi, ont attaché les premiers la gloire de 
leur nom à celte étude, en posant les fondements de la théorie 
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des transcendantes à différentielles algébriques, dont les loga- 

/dx r dx 

— 5 et les arcs de cercle / — ■ ■» forment les 

^ J sj\—x^ 

termes les plus simples et les plus élémentaires. Après les 
logarithmes et les arcs de cercle, ce sont les fonctions ellip- 
tiques auxquelles donne naissance l'étude des intégrales 

/dx 
— 5 qui ouvrent la série des nouvelles 
s/{i-x'){i-k^x^) 

fonctions et en présentent le premier terme. Ce seront celles 

auxquelles sera consacrée cette Note, et dont ob va essayer de 

donner une première idée en présentant l'esquisse de leurs 

caractères les plus saillants. 



Propriétés communes aux fonctions circulaires et elliptiques 

En rappelant tout à l'heure la définition des fonctions algé- 
briques, nous avons dit qu'elles comprenaient d'une part les 
polynômes et les fractions rationnelles, et de l'autre les racines 
des équations F (j, ^) = o, dont le premier membre est ra- 
tionnel et entier, par rapport à la variable et à l'inconnue j. 
Dans le premier cas, les fonctions ne sont susceptibles que 
d'une seule et unique valeur pour toute valeur réelle ou ima- 
ginaire de X, tandis que dans le second elles offrent autant de 
déterminations qu'il y a d'unités dans le degré de l'équation 
supposée irréductible et qui sert à les définir. Une différence 
du même genre se montre entre les transcendantes simples, 
sin^, cos.r, tangx et arc sin^, arc cos^, arc tang^, les pre- 
mières ressemblant aux polynômes et aux fractions ration- 
nelles, comme n'étant susceptibles que d'une seule et unique 
détermination; les secondes au contraire, en admettant une in- 
finité, sont à cet égard comme les racines d'une équation dont 
le degré serait infini. Et il en est évidemment de même pour 
l'exponentielle e"" et le logarithme qu'on peut considérer 
comme défini par l'équation transcendante ou de degré infini 
e^=x. Ce rapprochement, qui s'offre au premier aperçu, se 
confirme et se complète par les remarques suivantes. Pour 
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toute valeur réelle ou imaginaire de la variable, on a 



I 1.2 1.2.3 

1.2.3 ' 1.2.3.4-5 1.2.3.4.5.6.7 *'** 

cos.r = i h 



X — 



1.2 1.2.3.4 ï .2.3.4.5.6 



1.2.3 1.2.3.4-5 



X' 



1.2 1.2.3.4 

et du fait même de la convergence des séries résulte qu'en 
les arrêtant à un terme suflisamment éloigné, les transcendan- 
tes se trouvent avec autant d'approximation qu'on le veut rem- 
placées par des polynômes et des fractions. Tout au contraire, 
les développements : 



^2 ^^ 'y^ 

log(H-.r) = .r — — + 



2 ' 3 '■ 



arc sin x =r. x -h 



1 .3. .3:^ 1.3.5.0:' 



2.3 ' 2.4.5 2.4.6.7 



/y»3 ^5 /JT'I 

arc tang x^=x — V"*" '^ 



ne subsistent qu'en supposant la variable moindre que l'unité, 
et l'assimilation approximative avec des polynômes n'est pos- 
sible que dans un intervalle fort restreint. Enfin, et ceci est 
le point qu'il importe surtout de remarquer, par une seule va- 
leur donnée, soit de l'exponentielle ou des fonctions circulai- 
res, on en peut obtenir algébriquement ou même rationnelle- 
ment une infinité d'autres. C'est ainsi qu'en trigonométrie 
rectiUgne on calcule en partant de l'arc de 10" toutes les va- 
leur.i du sinus, du cosinus et de la tangente qui figurentdansles 
lablRî- propriété aussi remarquable qu'importante de ces fonc- 
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lions, el qui découle de ces relations : 

sin [x -+- j) =^sin a: COS/+ sinj'cos^, 

cos [x H- j) = cos^ cosj — sin x sin j, 

, , lans^ 4- lansr 

lang (x-i-r) = ^ ^-^ -, 

' I — tang^iangj^^ 

dont les seconds membres sont composés algébriquement avec 
les fonctions relatives à l'argument .r et à l'argument y. Ces 
mêmes propriétés nous les trouverons dans les fonctions ellip- 
tiques dont elles constituent les caractères les plus essentiels, 
et nous les résumerons en disant des nouvelles transcendantes, 
q\x' elles sont des fonctions uniformes, à détermination unique, 
analogues à des fractions rationnelles, auxquelles on peut les 
assimiler avec autant d'approximation, et dans une aussi grande 
étendue qu'on le veut, des valeurs de la variable, et de plus 
que les fonctions relatives à la somme de deux arguments x 
et y s expriment algébriquement par les fonctions relatives à 
l'argument x et à l argument y. Enfin et de môme qu'à l'expo- 
nentielle et au sinus répondent les expressions inverses, log^ 

/dx r dx 
— •) j ■< nous verrons, avec 

•*" J \/i — x'- 

une infinité de déterminations, s'offrir comme inverse des 

fonctions elliptiques, l'intégrale d'une nature plus élevée 

dx 



f: 



v/(i —x^) [i — k'x^) 
où la quantité placée sous le radical est du quatrième degré en x. 

De la périodicité dans les fonctions circulaires et elliptiques. 

Cette propriété importante manifeste d'une manière toute 
particulière la différence de nature des fonctions qui la possè- 
dent avec les fonctions algébriques rationnelles dont nous les 
avons tout à l'heure rapprochées, et leur imprime leur carac- 
tère le plus apparent en quelque sorte de fonctions transcen- 
dantes. C'est d'ailleurs par la périodicité que les sinus et 
cosinus interviennent dans presque toutes les questions de 
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l'analyse, depuis les éludes qui ont pour objet les propriétés 
abstraites des nombres entiers, jusqu'aux applications du 
calcul à la physique et à l'astronomie. Aussi est-il bien digne 
d'intérêt d'étudier à ce point de vue, dans la longue chaîne des 
nouvelles transcendantes, celle qui s'offre à son commence- 
ment et se joint immédiatement aux fonctions circulaires, les 
seules connues pendant si longtemps. C'est au début de leurs 
travaux qu'Abel et Jacobi firent simultanément la découverte 
capitale que les fonctions elliptiques possèdent deux périodes, 
une première qu'on peut toujours supposer réelle, et une autre 
qui est nécessairement imaginaire. Jacobi démontra en outre 
qu'une fonction uniforme d'une variable ne pouvait posséder 
plus de deux périodes, et M. Liouville après lui, embrassant 
dans toute sa généralité la théorie des fonctions doublement 
périodiques, fit voir qu'elles se réduisaient aux seules fonc- 
tions elliptiques, et mit hors de doute la prévision de Jacobi, 
que ces fonctions résumaient en elles tout ce que pouvait pré- 
senter l'analyse à l'égard de la périodicité envisagée dans le 
sens le plus étendu. Nous allons dans ce qui suit nous occuper 
du mode d'après lequel se manifeste analytiquemenl ce fait si 
remarquable de la double périodicité, en commençant par 
étudier sous ce point de vue la périodicité simple dans les 
fonctions circulaires. IMais en premier lieu et en raison de son 
caractère élémentaire et purement arithmétique, nous donne- 
rons la démonstration de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonc- 
tion à plus de deux périodes. 

I. — Proposition de Jacobi. 

En désignant par a et b deux quantités dont le rapport soit 
réel et incommensurable, on sait par la théorie des fractions con- 
tinues qu'il est possible d'approcher de v par une infinité de 

fractions rationnelles — de manière à vérifier la condition 
n 

a m s 
b n 11' 



3yO NOTE SUR LA THEORIE 

S étant moindre que l'unité. De là on tire 

na — mb = — • 
?i 

Or une fonction ayant pour périodes a et b ne changera pas 
en ajoutant à la variable une somme de multiples de ces quan- 
tités par des nombres entiers, telle que na — mb. Comme le 

nombre ji peut être pris aussi grand qu'on veut, sans quoi t no 

serait pas incommensurable, la nouvelle période «« — mb= — 
' li 

peut être rendue plus petite que toute quantité donnée, et par 

là nous reconnaissons déjà qu'il ne peut exister de fonction 

doublement périodique où le rapport des deux périodes serait 

réel et incommensurable. 

C'est à cette même conclusion d'une période infiniment 

petite, ou du moins dont le module est infiniment petit, que 

nous allons parvenir en supposant trois périodes imaginaires : 

a = a -r- a' V — I , 

Je dis en effet qu'on peut déterminer une infinité de nom- 
bres entiers, m, n, p, tels que le module de am -- bn -— cp 
soit moindre que toute quantité donnée. 

Considérez pour cela la forme quadratique ternaire 

f= (ax-f- PJ^-72)-^-(a'^-^ 8'j4-7'-z)'H- r:; ' 

où X est une quantité réelle arbitraire et dont le déterminant 
sera 

Le minimum de f, pour des valeurs entières des indétermi- 
nées,aura, comme on sait, pourlimite supérieure sjii, de sorte 
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qu'en désignant par m, n, p ces valeurs, on aura 

Cl à plus forte raison 

( a m -f- fi /i + 7/j )^ -{- ( a' m + p' « + v'/:») ■ < y/a A- 

S'il est donc impossible d'avoir à la fois 

a m + p « H- 7p ^ o , 

a' m H- p'« -f 7'/? = o, 

ou bien am + bn -\-cp = o, 

c'est-à-dire si a, b, c, sont trois périodes réellement distinctes, 
on reconnaît que \ croissant, A peut devenir aussi petit qu'on 
veut et qu'on parvient à des périodes dont le module, ainsi 
que nous l'avons annoncé, est indéfiniment décroissant. Tou- 
tefois nous supposons que le déterminant de la forme quadra- 
tique ne soit pas nul. Mais dans ce cas particulier, au lieu de 
la forme ternaire, on considérera la forme binaire 

a? -\- a'^ 

Sous la condition a.W — [W = o , son déterminant sera — ; 5 

et ne pourra plus jamais s'évanouir. Or, en supposant que le 
minimum soit donné pour x = 771, j= ?i, on aura 



pnY+[.',7i-i-p'nY+'^<^'i^ 



et à fortiori 



de sorte qu'on pourra raisonner comme précédemment et par- 
venir à une période am-h bn dont le module sera d'une peti- 
tesse arbitraire. Ce cas particulier rentre d'ailleurs dans celui 
dont nous nous sommes occupé en premier lieu, car la con- 
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dition c/.p' — [3a' = o, exprime que le rapport ^- ' ^- ^ 



est réel, 

II. — De la périodicité dans les fondions circulaires. 

La notion géométrique de ces fonctions, leur définition 
dans le cercle, met en évidence immédiatement tout ce qui 
concerne la périodicité, tandis qu'au point de vue de l'analyse 
pure, en prenant par exemple pour définition les dévelop- 
pements : 



sm X =^ X — 



COS^i= I — 



1.2.3 1.2.3.4-5 

/V.2 rv.4 



1.2 1.2.3.4 

ce caractère si important semble beaucoup plus caché. Il n'en 
est pas autrement à l'égard de l'exponentielle considérée 

comme la limite d'un polynôme entier ( i H | ? ou comme 

la série i H ! 1 '- — - 4- . . . . Mais les fonctions cir- 

I 1.2 1.2.3 

culaires sont susceptibles d'autres expressions où le caractère 
périodique apparaît tout aussi immédiatement qu'en géomé- 
trie, et qu'il est d'autant plus intéressant d'étudier que d'elles- 
mêmes, par une généralisation facile, elles conduisent aux 
fonctions plus élevées qui possèdent deux périodes différentes. 
Pour premier exemple, je prendrai le développement en pro- 
duit infini 

|sin.. = .. (x-f)(r-f)(x-| 



X\ 1 X \ j X 

t) (■ + -.) ('^- 3 

qu'on peut considérer comme la limite, pour m infini, du 
polynôme 

^w-(-?) (■"!)■••(■-£ 

x\ ( x\ ; X 

i-H- 1 (1+ -) • • . (i i - 

m 
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Or on voit tout de suite qu'on a 



ce qui donne, en supposant m infini, o(ar-i- i) = — ? (^), d'où 
l'on conclut sin (77^4-71) 1= — sin7r:r, et en remplaçant ttjc 
par X, sin (^ + 7^) = — sin^, et par suite sin(:i;H-27r) r=sin^. 
Nous serons conduit à un second exemple, en prenant la 
dérivée logarithmique des deux membres de l'équation (i), 
savoir 

II I I 

7rCOt7J-^ = 



I I I 



X -\- l X -j-2. X -\-'d 

En changeant .r en :r-i- i, le second membre devient 



III I 

- -+- 



I I I 



x-\-7. ' ^ -f- 3 ■ ^-1-4 



+ 



et par suite se reproduit, car les fractions partielles n'ont fait 
que changer de place en s'avançant chacune d'un rang. C'est 
ici qu'on voit s'offrir par une généralisation facile la manière 
suivante de représenter une fonction ayant pour période une 
quantité quelconque, à savoir 

o [x] f[x — a) o[x — 2rt) (y [x — 3«). . . 
ep [x-\-a) o[x-{-2a] o [x -h 3 a) . . . 

tf [x] ->r o [x — a) + o [x — la) -{-''^{x — 3a)-i-... 
-i-(j>(.r H-«)-ho (xH-2rt) H-'j (xH- 3«) +. . . . 



La condition de convergence du produit ou de la série in- 
finie est seule à remplir, et si l'on peut y satisfaire en choi- 
sissant pour îp [x] une fonction qui soit elle-même périodique, 
on se trouve niiené à l'expression d'une fonction à double 
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période. Tel sérail, par exemple, le développement 



I 



siii ^ sin(^- — a) ' sin (x — 2.a) ' sin (x — 3a) 
ï I I 

_1 _ _j 1 :_..., 

sin(A'-hrtj sin(^-f-2«) sin(^-h3«) 

qui s'offre précisément dans la théorie des fonctions ellipti- 
ques, et qu'on prouvera facilement être convergent lorsque la 
quantité a sera imaginaire. Si l'on supposait a réel, les termes 
successifs de la série ne tendant pas vers zéro, la divergence 
serait manifeste, ce qui s'accorde bien avec ce quia été dit pré- 
cédemment de l'impossibilité d'une fonction à deux périodes 
réelles. 

Mais on peut ne pas employer l'intermédiaire d'une fonc- 
tion déjà périodique, et parvenir à l'expression d'une série 
doublement périodique par ce développement doublement 
infini 

2^ o [x -\- fua-i- nb] , 

a ei b désignant les périodes, m et n des nombres entiers va- 
riablesauxquelson attribuera toutes les valeurs de — go à -^go . 
Et de même au point de vue des produits infinis, une analogie 
immédiate conduit à envisager des expressions de la forme 



I -h 



ma -{- iib 



m et n recevantencore toutes les valeurs entières, en n'excep- 
tant que la combinaison /;i = o, /i=-. o. Mais l'élude ap- 
profondie de ces expressions a révélé une circonstance impor- 
tante autant que s'ingulière. M. Cayley, dans un Mémoire sur 
les fonctions doublement périodiques publié dans le Journal 
de M. Lioiiville, t. X, a fait voir que leur valeur dépendait 
essentiellement de la loi suivant laquelle on fait croître simul- 
tanément jusqu'à l'infini les nombres m et n. Par exemple, 
on obtient une expression analytique parfaitement définie et 
déterminée, en admettant la condition que m et n soient les 
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coordonnées d'un point contenu dans l'intérieur d'un cercle 
^2_l_^.2 __ ^2 çJQi^j Qj^ augmente indéfiniment le rayon. Mais en 
remplaçant le cercle par une autre courbe, ce sera une autre 
fonction qui s'offrira à la limite, et au lieu de réaliser de la 
sorte des fonctions doublement périodiques, qui se reprodui- 
sent en changeant xen x+a el x -h b, on parvient à des 
fonctions qui se reproduisent multipliées par un facteur expo- 
nentiel. Ces fonctions présentent en effet l'élément analytique 
fondamental sur lequel repose, comme nous le verrons, toute 
la théorie des fonctions elliptiques. Mais on remarquera que 
la prévision fondée sur l'analogie des expressions 



X 

.ri I -: 

ni 



n 

1 J. ■ \ ma H- nb J 



ne se trouve pas justifiée, et que les secondes ne sont pas 
précisément les fonctions à deux périodes, bien qu'elles en 
fournissent les éléments essentiels. Ne pouvant exposer dans 
toute leur étendue ces considérations délicates et intéressantes, 
nous allons toutefois en donner l'idée en nous bornant «ux 
produits simplement infinis qui conduisent aux fonctions cir- 
culaires. 



n^ X 



Le fait principal sur lequel nous voulons appeler rallention, 
consiste en ce que ce produit n'est périodique qu'autant qu'on 
l'envisage comme la limite déjà considérée, savoir 



--?(■-!)■•• --1 



/ ^\ / ^\ / X 

I -r - H 



\ X / \ 2 / V in 
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pour 7n infiniment grand. Faisons en effet 

(,H.)=.(,-f)(,-f)...(.-f) 
-f)(-f)---(-£ 

et concevons qu'on augmente indéfiniment m et /^ en posant 
la condition 

m = oi II f 

«désignant une constante désignée à l'avance; nous allons 
montrer que pour n infini la limite de f{x) dépend de w, et 
n'est périodique qu'en supposant w = i . 
Soit, pour abréger, 



v^ 1 I I 

^^ X — n X X — I 

v^ I I I 

> = 1 

•^^ x-T-m X -h 1 x-\- 



X — n 
I 



• -f- 



x-^rni 



l'équation (i) donne, en prenant la dérivée logarithmique des 
deux membres, 



^^ X — n ^^ X -k- 



Or on a identiquement : 

^x — n ^\x — n n) ^n ^ nx — /^^ ^n 

^x-\-in ^\x-\-m m J ^m ^mx + iii^ ^m' 
de sorte qu'en faisant encore 

on peut écrire 

cp(:r) ^nx — «' ^mx-i-in^ ' 
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Cl il s'agit d'obtenir la limite du second membre lorsque ni 

cl n croissent jusqu'à l'infini. Or les séries ^ > 

^•"i nx — 11- 



-5 sont l'une et l'autre conversenles, ont séparé- 
•^-^ mx -\- m' ^ * 

ment des sommes finies et donnent lieu par conséquent à des 

limites parfaitement déterminées, où la condition n=oiji ne 

peut jouer un rôle. Mais il n'en est plus de même à l'égard 

des séries ^ — ■> ^ - ■> dont les sommes croissent indéfini- 

ment avec m et n, d'où résulte que )> se présente comme la 
différence indéterminée de deux infinis, et il s'agit d'en obte- 
nir la valeur. 
Nous représenterons à cet effet, par une intégrale définie, la 

, . I I I 

série — | \- • • • -\ ■> en partant de la relation 






'/ — I 

X dx 



On aura effectivement 

-= i ' dx{i-{- 

m. ' 

L O 

= Cdxl 



-i z=z \ (IX [l-\-X ■ 

I 2 ni 



I — X 



et il en résulte que la différence des deux séries semblables 
> - , > - , s exprime par 

/* ' , x — x"* /* ' I — ^" r ' x" — x"* 
I dx / dx ■ = ; dx , 

Jo '— -^ Jo '— -^ Jo '— -^ 

et il s'agit de trouver ce que donne cette intégrale en posant 
m = w/ï, et faisant n infiniment grand. On y parvient aisément 
par celte transformation très-simple 



Lacf.oix, Cale, (iiff-, II. 



2^ 
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On a en effet 








J:"-- 


— ^ ^y n 


n) 


— I— ^ 1 
\ n 1 

z 




^ f'J- 


n) ~ 


-i'-lf 



cl par conséquent, pour n infini, l'intégrale bien connue 



= /( 

z 



La quantité désignée par l ayant ainsi pour valeur /w, ne 
s'évanouit qu'en supposant &j= i, et dans ce cas l'équation (2) 
devient 

(j/ X' X X — I X — 2 X — m 

I I I 



X -\-\ X -j-i X -+- m 

et il est visible qu'on peut remplacer les deux séries in- 
finies par cette seule série convergente 

o'^I Q.X IX ^ ^ IX 

K(X X X- — I X- — 4 ^' — ''*' 

dont la somme est -n cot izx. Mais en général, et en laissant 
entre m et n le rapport arbitraire w, on aura 

o' [x] , 

- ; - ■ - =: 7TCOt7r:r -t- /w, 

d'où 



/ 



dx ^-r— /- = l sin -X -\- xIm-t~ const., 



et par suite 

<^[x) = Ce''^'-^s\m:x, 

C étant une constante. 
Ce résultat met en évidence le genre particulier d'indéter- 
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minalion que comporte l'expression TT^ ( iH ) et pouna 

servir à faire comprendre le fait analogue relatif au produit 

doublement infini TT x ( jH 1— ) dont la valeur géné- 

XX y ani -hunj ® 

raie s'obtient en multipliant par une exponentielle de la 
forme e"-^''^'^'''^'^ uuq valeur particulière, déterminée en dé- 
finissant par une courbe, comme nous l'avons dit plus haut, 
la loi suivant laquelle on associe les nombres entiers m et n, 
en les faisant croître indéfiniment. Mais, sous un point de vue 
plus général, on peut se demander s'il existe des fonctions 
uniformes et entières qui aient deux périodes. Tel est l'objet 
de la proposition suivante, due à M. Liouville, et dont l'illuslrc 
géomètre a fait la base d'une théorie complète des fonctions 
doublement périodiques (*). 

IV. — Proposition de M. Liouville. 

Elle consiste en ce que toute fonction uniforme f (x), possé- 
dant deux périodes a et b, se réduit nécessairement à une 
constante si elle ne devient infinie pour aucune valeur de la 
variable. Partons en effet de l'expression suivante, de toute 
fonction entière, uniforme, ayant pour période a, savoir : 

— co 

La condition f(:r 4-6) = f(x) donnera l'égalité 

! 7T 6 2 (' 7T ar ; 77 .7; 

_^ lm ini im 

VA.e " e « =^h„.e - , 



et si l'on multiplie les deux membres par e " , on trouve, 

en intégrant entre les limites zéro ei a, 



2m- 

An,e " =A„ 



(') On pourra consulter sur ce sujet l'ouvrage de MM. Briot et Bouquet, 
intitulé : Théorie des Jonctions doublement périodiques et en particulier des fonc- 
tions elliptiques. Paris, Mallet-Bachelier. 

25. 



38o XOTE SLR LA THEORIE 

On on conclut que A^ est nul, car en supposant imaginaire , 
ainsi qu'on le doit, le rapport des deux périodes-, on ne peut 

2m 

avoir e " = i que pour la seule valeur m = o. A^ devant 
être supposé nul pour toute valeur de m, sauf /n = o, on voit 
que f (^) se réduit à la constante Ao. 

Cette proposition aussi simple qu'importante nous fait voir 
que les fonctions à deux périodes seront nécessairement des 
transcendantes fractionnaires; elle rend compte à priori des 
singularités que présente la nature des produits doublement 

infinis TT^In r), et montre l'impossibilité de 

J-J- \ ma-\-nbJ ^ 

donner pour origine aux fonctions à deux périodes l'expres- 
sion plus générale 

tf [x] ç [x — a] y ( jc — •2.n)o [x — 3rt . . . 
(s/[x -i- a] <o[x -{-la] '^ ( ^' H- 3 a . . . , 

en prenant pour © [x) une fonction périodique entière. !Mais 
ces expressions, si elles ne peuvent conduire aux fonctions 
à double période, nous amènent à celles (jui leur servent de 
numérateur et de dénominateur, et c'est à ce moment qu'à 
proprement parler nous entrons dans l'élude des fonctions 
elliptiques. 



Définition des fonctions O (.r), H f.r), leur expression 
en produits et en séries. 

Rien n'est plus important ni plus digne d'intérêt que l'étude 
attentive des procédés par lesquels, en partant des notions 
antérieurement acquises, on parvient à la connaissance d'une 
fonction nouvelle qui devient l'origine d'un nouvel ordre do 
notions analvtiques, et un traité complet sur le sujet qui nous 
occupe ne devrait omettre aucune des méthodes découvertes 
et suivies à l'égard des fonctions & [x) et H(^). Mais ici nous 
n'en indiquerons que deux, la première se liant naturellement 
à ce qui précède, et la seconde devant nous permettre de 
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donner ui: aperçu sur les fonctions analogues, mais à plusieurs 
variables el d'un ordre plus élevé qu'on nomme fonctions 
abéliennes ou ultra-elliptiques. 

l. — Première méthode. 

Nous adopterons désormais les notations employées par 
Jacobi dans l'immorlel ouvrage intitulé: Fundamenta nova 
theorice functionum ellipticarum, et nous représenterons les 
quantités qui serviront de périodes par K et ÏK', i dési- 
gnant V — I. Cela posé, en désignant par ?(^) une fonction en- 
tière ayant pour période 2K, nouS considérerons, au lieu des 
expressions 

ep [x] 0/ {x — iK'] !p (x + 2/K'). . . 
<p (x -F «K') (jjfjr-l-a/K'). . . , 

que nous scivons ne jjouvoir servir à la définition d'une fonc- 
tion entièrement déterminée, la suivante : 

<}?[x)=^{x-hiK') <f[x-^3iK']^[x +5/R'). .. 

o { — X -h i\i' ) <? { — X -{- 3 ili.') o { — X -i- 5iK.') 

On aura d'abord 

«I) [x-h^K] =<!' (.r), 

et on trouvera ensuite immédiatement 

^' — x—iK'] 



<i> [x -h 2/K') = $ [x] 



iK'] 



On n'a donc pas ainsi une fonction doublement périodique, 
mais ce nouveau type d'expressions conduit, comme nous 
allons voir, à des fonctions parfaitement définies et déter- 
minées. 

Soit, par exemple, la fonction entière ayant 2K pour période 



^[x] = i—e ^■^ 



ce qui donnera 



ITt 



— x—iK'] --jr(^-+/K') 

>— = — e "■ 



f{x-{-iK.'] 
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En posant 

_ !L' 
q = e "'S 

on trouvera 

ç [^ + [im -\- i) iYJ] (j) [ — X -I- [im -f- 1 ) / K'] 

= 1—2 q-"'^' cos ^ 4- 7^""+% 
et par suite 

(TZ X \ f "K X 

I — iq cos -r- -^' 7' ( ^ — ^^^ cos -j^ + 

/ vx \ 

X ( I — 2 ç^ COS 1^ + ?'" } ■ • • • 

Or il suffit que le module de q soit inférieur à l'unité pour 
que ce produit représente une fonction complètement définie 
et déterminée, car la dérivée logarithmique donne cette série 

^' [x] 2 7r . ttX 

= _sm — 

\ 
+ 



— 


-27 


cos 


K 


-4-Ç 




I- 








9^ 










I — 


iq^ 


cos 


77^ 

K 


+ 


q" 



qui dans ce cas est toujours convergente, quelle que soit la 

valeur réelle ou imaginaire de la variable x. 

En introduisant en facteur une constante A, nous poserons 

avec Jacobi 

[x] := A*(.r), 
ou bien 

/ 9.Kx\ . , . , , 

( ) = -^ [i — 2.qcos'2x-^q^] [i — 2q' cosax -f- q^) 

X (i — 2 5=' cos 2^ 4- ç'") . . . . 

C'est la première des fonctions que nous voulions définir; elle 
vérifie les relations 

!0 (xH- 2K) =0 [x], 
e [x + iiK') ~ —e{x] e ^ , 

qui servent de base à la théorie. 
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En second iieu, sou 

on trouve immédiatement les relations toutes semblables aux 
précédentes : 

/ H(^-i-. 2K) = — 11 (a:), 

et pour l'expression développée, la formule 

H ( 1^ A. 2 V qs'ma:[i — iq-cos^.x-hq^) (i — 2g'cos2.r-4-(y"; 

X (i — 2 q^ cos 2x -h q^^) .... 

C'est la seconde de nos fonctions fondamentales; en la divi- 
sant par la première, on obtient une fonction à double période, 

car, à cause des relations (i) et (2), le quotient 1 \ satisfait 

aux conditions 

H(.r-i-2K) _ H (^) 

0(^ + 2K) [x] 

H_(^+_4K) _\l[x] 
(X-I-4K) ~0 (^) ' 

H(^+2/K') H(^) 



Faisons enfin 



c'est-à-dire 



0(.r-l-2/K') [x] 

Q,[x) =0 (.r + K), 
H.(.r)=H(x + K), 



0, f I = A (i-i- 2g cos IX -\- q^) (1 -i-2ç3cos ix -t- q^) 

X (n- 25* cos 2^ -H ç'"). . . , 

II, ( ) =A2 V ^C0S^(l-l-2^'C0S2^4-(jf')(l-l-27'C0S2:r-|-<7'; 

X (i -^ iq^'CQ&ix -f- ^'') 
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Ces deux nouvelles fonctions conduisent aux relations : 

/ 0, (^-H2K) =0, (x), 

(jj i — TT-C^-f-'K.') 

( 0, (xH-2iK') =0, {^) e '^ , 

(h, (^+2/K')^H.(:c)e ^"^^ 



:4) „ . ..,., __. . -;?(--^'K') 



, , , H, (x) 0/^ 

de sorte que les quotients — r-^' — r — r • seront encore des 

' * e [x] Q[x) 

fonctions à double période qui se lient chacune à la précé- 
dente à peu près comme le sinus au cosinus, et complètent le 
système des trois nouvelles transcendantes dont l'étude con- 
stitue la théorie des fonctions elliptiques. Nous allons les re- 
trouver sous une forme analytique différente, qui les rattache 
aux transcendantes ultra-elliptiques à plusieurs variables et à 
périodicité multiple. Mais cette première méthode a l'avan- 
tage de donner immédiatement les racines en nombre infini 
des équations transcendantes qu'on obtient en égalant à zéro 
chacune de ces fonctions, savoir: 

10 [x]=Oy X = 'imK-h['im' -h \]ili.' , 

lIÏ(:r):;=o, ^= 2mK + 2/?i'/K', 

1 0, i^x) = o, ^:=(2m-+-i)K-f- [-2. m' -{- 1) ili' , 

{ H,(.a;) — G, X — (2m-hi)K-t-('2"t' H- i)iK', 

m et m' désignant des nombres entiers quelconques. Aux 
diverses relations fondamentales que nous venons de donner, 
nous joindrons encore celles-ci, dont il est souvent fait usage: 

[x-i-iK') = {U {x)e ^^ 

— 7-^(2^-4-'K') 
H. [x-hiK') = ie (x) e ^*^ , 



_;|-(2X + .K') 



lh[x-hiK') = @, [ 
Enfin nous remarquerons que ces fonctions ne changent point 



iK 
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en y remplaçant x par ).x, K et K' par "/K et).K', de sorte 
qu'on peut particulariser l'une des périodes, prendre par 
exemple K = i , car de ce cas spécial on reviendra immédiate- 
ment à nos expressions générales. Mais c'est une particulari- 
salion différente de celle-là que nous aurons à mettre en 
usage, et dont nous parlerons lorsqu'elle viendra naturelle- 
ment s'offrir. 

II. — Deuxième méthode. 

La proposition de M. Liouville consistant en ce qu'une fonc- 

i,n 

lion uniforme entière y km e " , qui admet la période (i, 

ne peut, sans se réduire à une constante, admettre une autre 
période b, conduit naturellement à rechercher l'expression 
analytique des fonctions à double période sous la forme frac- 
tionnaire, 

< — -r 
o m ■ 

2: A.-' " 



2". 



Essayons, d'après cela, de déterminer A™ et B^;, par la con- 
dition 



2 2 m — 



2ni — (r-{-b) 



b désignant la seconde période. Faisant, pour abréger, 

h 
q = e % 
il viendra, en chassant les dénominateurs, 

2 m ■ im — <x-^b) 

' ~ "^ in 

2 m — (-J^+t) 



= 2B.e '^ 2-\" 



e 
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et dans cette nouvelle égalité les coefficients d'ane même 

ITTX 

exponentielle e "^ devront être égaux. Or on reconnaît im- 
médiatement que ces coefficients seront les séries 

-l-co -f- ce 

2d ^i,.-m^m^'"' et 2m -^•j.-m^m^^ ''~"'\ 

m m ' 

— ce — ce 

de sorte qu'en mettant pour un instant n au lieu de m pour 
indice dans le terme général de la seconde, on sera conduit à 
celte égalité, qui devra avoir lieu quel que soit y. : 



1 (// — n) 



2 K-..^,nr ^^EV-.Bnq 



Il pourra sembler difficile de tirer de là les fonctions incon- 
nues A„, et Bm dans toute leur généralité : aussi nous bornerons- 
nous à chercher celte solution qui s'offre d'elle-même, et qui 
consiste à obtenir l'égalité des séries en les rendant identiques. 
Nous poserons donc 

et nous imaginerons que n soit exprimé en fonction de m, de 
manière que ces deux quantités puissent représenter en même 
temps la série complète des nombres entiers. C'est ce qu'on 
obtiendra en faisant 

k étant entier, et après avjir écrit l'égalité précédente sous la 
forme 



on trouvera amsi 



g^'^/^-«^A,,_„ q^-B, 



^:,. — m ^m-^k 



Mais devant satisfaire quel que soit p à cette condition, on 
pourra poser 

fi — m — k = m' , 



DES FOA'CTIOXS ELLIPTIQUES. 887 

m' étant entièrement indépendant de m, ce qui donnera 

^m' -\- k __ ^m + A- 

d'où l'on voit que cliaque membre est une quantité constante. 
Ainsi les fonctions inconnues A,„ et B^ sont deux solutions de 
cette même équation aux différences finies 

-, — = const., 
q ^«1 

dont l'intégrale générale est 

tn°- 

— ; -t- K m 
„ . ik 



X dépendant de la constante du second membre, et m™ devant 
vérifier la condition 

«,„+/• = if„,. 

Cette quantité a peut être particularisée, comme on le voit, 
sans restreindre la généralité du résultat, car il suffira pour la 
retrouver de changer dans la fonction x en x-\-p; nous la sup- 
poserons égale à zéro, et nous prendrons pour Am et B„ les 
valeurs suivantes : 

A ^^ 



a,n q 



"m ^'« q ' 

les quantités a^ et b^ vérifiant les conditions 

l>m+k = bm. 

Ainsi en faisant 

__ -r- lm 



Tl[x] = V b„ 
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le quolienl — -, — '- sera l'expression d'une fonrlion tloulilo- 

n [.x] 

meni périodique, donnée par notre analyse, et il s'agit main- 
tenant d'étudier de plus près ces séries remarquables auxquel- 
les nous sommes conduit pour le numérateur et le dénomi- 
nateur. 

En premier lien et relativement à la convergence, si l'on 
suppose, comme nous l'avons fait déjà, le module de (J inférieur 
à l'unité, le nombre entier /, qui demeure arbitraire devra 
évidemment être pris positif; mais celte condition admise, les 
deux séries considérées comme procédant suivant les puis- 
sances quadratiques de g présenteront pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de la variable la convergence la plus 
rapide, et dont aucun exemple n'avait encore été donné en 
analyse. En second lieu et pour saisir de quelle manière se 
réalise la double périodicité dans le quotient, changeons x en 
x^b, par exemple, dans le numérateur. On trouvera 

^[x-\-h]= 2^a^^ e , 



OU bien 



<i> [x -f-b) = ^ rt„,q '' e 



en ayant égard à la valeur de q= e " . Mais dans le terme gé- 
néral il est permis de remplacer m par m — /r, puisque l'in- 
dice doit recevoir toutes les valeurs entières de — co à -f-3c ; 
on trouve ainsi et en faisant a^-k = a,„, 



l{m—k) l{rn—k) 



nt' 

—k i(m-k) 



= ^cu 



/, oint — Al 



de sorte que la série primitive 4> [x] se reproduit en facteur. 
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Nous écrirons cette relation fondamentale sous la forme 
suivante : 

C> [x-\-b] :=<l>[x) e " , 

et en observant qu'elle a été obtenue sans lien supposer sur 
les coefficients arbitraires «„, nous y joindrons celle-ci : 



n[x-\-b) = n (x) e 



■A-'(ij:-|-/0 



l'ar là se manifeste de la manière la plus claire à quoi tient la 
double périodicité du quotient des deux fonctions <t [x] 
et n [x). Chacune d'elles admet la période a, et lorsqu'on y 
change x en x -\- h, elles ne font qu'acquérir un même facteur 
exponentiel qui disparaît par la division (*). 

Bientôt on verra le rôle important que joue le nombre en- 
tier k qui introduit au numérateur et au dénominateur, h con- 
stantes arbitraires d'après les relations 

f^m+k — -^ (lin > 

b„,+h = bn- 

Mais nous devons dès à présent remarquer qu'il est imi)Ossi- 
ble de satisfaire aux conditions 

'!> [x -f- «) = * [x], 

(l> [x -^ b) = '\> [x] e 
par d'autres fonctions uniformes entières, que par la série pré- 



(*) Dans le cas où A- est un nombre pair, on remarquera la relation sui- 
vante. Faisons 



*. (r) = 'V ,7 I . 



fonction qui ne diffère de * {x) qu'en ce que les constantes arbitraires a^ 
sont disposées dans un autre ordre; on aura 

A- ( rr , , , 
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cédente. Qu'on fasse en effet, pour se placer dans celle livpo- 
thèse en vérifiant la première de ces conditions , 

1„l — 

ou plutôt 



* v-^) = 2 ^''" ^^ 



m- 


ITIX 


— 


ini 


,A- 


a ^ 



il viendra, en substituant dans la seconde égalité et en compa- 
rant les coefficients d'une même exponentielle, a„,+r, = am. 
Avant d'aller plus loin, nous nous proposerons dans une courte 
digression de dire quelques mots d'une généralisation aussi 
remarquable qu'importante des séries que nous venons de 
rencontrer. 

III. — J perçu sHi- les fonctions de plusieurs variables 
à périodicité multiple. 

Une fonciion î{x,, x , . . . , x,,] de n variables peut êlre pé- 
riodique non-seulement par rapport à chaque variable consi- 
dérée isolément, mais par rapport à leur ensemble, lorsqu'elle 
vérifie une condition de celte forme 

f [Xi -H «1 , X> -r- «2 , . . ■ , Xn -h Un) = î [x^i Xn,. . . f X,,]. 

Sous ce point de vue plus général, on a d'abord cette propo- 
sition qu'une fonction uniforme de n variables ne peut admet- 
tre plus de in périodes simultanées (*). Mais il est extrêmement 
remarquable et c'est à M. leD^'Riemann de Gôttingue qu'on doit 
celte belle découverte analytique, qu'à l'égard des fonctions 
uniformes ou bien déterminées, les in périodes simultanées 
ne peuvent être des quantités données à priori, et indépen- 
dantes les unes des autres. Qu'on forme en effet avec n 
périodes simultanées convenablement choisies: 

«1, «,,..., a„, 
b,, b,,. . . , b„, 



go S2, • . • , s«, 



(*) Si elle est entière, elle n'en peut admettre plus de n. 



DES FOXCTIOXS ELLIPTIQUES. 39 1 

les n fondions linéaires 

X, = rt, .r, -f- ^t ^2 H- • • • -f- ,^i ^n, 
X, =z a,x,-\- 62 .ro -f- ■ . • -+- g\ Xn , 



X„ = a,, Xi-hbnX^-i-. . + gn ~r„. 
En posant 

f (X,, X,, . . . , X„) =F (x,, ^5, . . . , :r„), 

on aura une fonction transformée simplement périodique par 
rapport à chaque variable, mais qui conservera }i autres pério- 
des simultanées, et c'est à leur égard que se manifeste dans 
toute sa simplicité la relation que nous voulons énoncer. 
Représentons-les par 

A,, A.,..., A„, 
B,, B,,. ., B„, 



G,, G2,. . . , G„. 



La proposition de M. Riemann consiste en ce que les termes 
de ce tableau qui sont placés symétriquement par rapport à la 
diagonale A,, Bj, . . . , G„, sont égaux, entre eux, ou, ce qui re- 
vient au même, en ce que les fonctions linéaires 

A , ^, + A2 ^j -•-•,.-+- A„ ^„ , 

B, ^, + B2 x, -+-... + B„ .r„ , 



Gi .r, + Go^j + . . . + G„ x„ , 

sont les dérivées partielles d'une même forme quadratique à n 
indéterminées. 

Voici maintenant la généralisation des séries relatives aux 
fonctions à double période, et qui donnent l'expression ana- 
lytique des fonctions analogues à n variables et in périodes 
simultanées. 

Représentons la forme quadratique dont il vient d'être ques- 
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lion par f (x,, x. ,. . ., x„] et posons 






le signe 5! s'élendanl à toutes les valeurs entières de — :o 

à H-co des n indices m,, nij,.. ., m,„ et le coefficient con- 
stant «/«,, ;«,, . . ., ma étant assujetti à la condition de reprendre 
la même valeur lorsqu'on augmente du nombre entier k l'un 
quelconque des indices. Cette fonction est évidemment 
périodique à l'égard de chacune des variables considérée sépa- 
rément, et voici la propriété fondamentale qui la rattache aux 
séries elliptiques. 
Désignons par a,, a.,. . ., a,,, n nombres entiers arbitraires, 



on aura 



^'t [X„X-,,. . ., Xn) 



i d 0^ i d o i dt. 

- -j— ^ X, -\ ~ 1 • • ' , x„ -{ j-^ 

2 ««I 2 da„ 2 da 



e 



Cette relation ne contenant pas les constantes «m,, n.-,,. . -,1»^^, 
une autre série n [x,, x.,. . .,Xn), où ces constantes auront 
des déterminations différentes, donnera de même 

X do I do I do 

x, M j-^ 1 X, -I T-^ •,•'•■> X„-\ Y^ 

2 f/ft, 2 dcii 2 da,. 

• " ^-^i, •^2>' - •> -^n ] ^ 

O { X\ X--> . - Xn I 

Il en résulte que le quotient -y — '- — il^li:: — - représentera 

II y Xi, X-2, • • • , XnJ 

une fonction de n variables h -2.71 périodes, n d'entre elles éga- 
les à l'unité et appartenant séparément à chaque variable, les n 
autres étant les termes du tableau dont on a déduit la forme 
quadratique ^(x,, x^,..., x„). Elles résultent effectivement des 
égalités précédentes, en y supposant successivement nuls, sauf 
un seul qu'on prendra égal à l'unité, les nombres entiers 
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fl,, «2,. . • , a„. Nous voyons aussi figurer dans les séries un en- 
tier /(• dont dépend le nombre des constantes arbitraires qu'el- 
les renferment; or ce nombre sera limité et fini, lorsque la 
condition suivante, dont la découverte appartient encore à 
M. Riemann, sera remplie. 
Soit 

/>., 7^2,. . ., pn, 
<7i, qx, ••, q,„ 



Si, S-2, ■ ■ ' , S„j 



un système de ir constantes arbitraires, il sera nécessaire et 
suffisant que les fonctions 

f {^. +Pi, X, -r- P2, ■ ■ . . X„-\-pn), 
f (jc, -\- q^, .r, H-</2,. . , Xn-hq,,), 



I ^^'i -\~ S\, X-i -y Sif • • • , Xh "T" 5(1 ) , 

égalées à zéro ou à l'infini, n'admettent qu'un nombre fini et 
limité de solutions qu'on ne puisse réduire les unes aux au- 
tres en ayant égard aux périodes. 

C'est à Gôpel et à M. Rosenbaim qu'est due la première no- 
tion des séries dont nous venons de parler, et leur application 
dans le cas de deux variables, à l'expression des fonctions in- 
verses des intégrales de radicaux carrés de polynômes du cin- 
quième ou du sixième degré. M. Weierstrass, dépassant de 
beaucoup les résultats obtenus par ces deux illustres analys- 
tes, résolut dans toute sa généralité à l'aide des mêmes séries 
le problème de l'inversion des intégrales de radicaux carrés de 
polynômes de degré quelconque. Après lui, en suivant une 
voie toute différente, M. Riemann parvint aux mêmes résul- 
tats, et c'est dans le champ plus vaste encore des transcen- 
dantes à différentielles algébriques quelconques que ces deux 
grands géomètres se rencontrèrent en obtenant en même 
temps la solution du problème si général de l'inversion des in- 
tégrales de fonctions algébriques quelconques, l'une des plus 

Lacroix, Cale, diff., Il, 26 
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belles et des plus importantes questions qui se soient jamais 
offertes en analyse. 

IV. — Comparaison entre les expressions sous forme de 
produits infinis et de séries des fonctions et H. 

Nous venons, dans un rapide aperçu, de montrer le lien et 
l'analogie des séries qui donnent l'expression des fonctions 
doublement périodiques à une seule variable, et de celles qui 
conduisent aux transcendantes abéliennes les plus générales. 
Mais le cas le plus simple dont nous allons nous occuper exclu- 
sivement est le seul où ait lieu une décomposition en fac- 
teurs que ne comportent aucunement les cas plus généraux où 
les séries renferment deux ou un plus grand nombre de va- 
riables. Le rapprochement de ces deux genres d'expressions se 
présente de lui-même, et résulte de ces relations qui ont été 
précédemment données et que nous réunissons ici : 

©(^-{-2K1 = (:c) Q[x-\-2.i}L') = -~Q[x)e ^ , 

-il(x-i-tK') 
H(;r-I-2K)= — H(x) H(^+2iK') = — H(^)e ^ 

0i(a- + 2K) =0, (:r) 0,(^-H2iK')=0,(:r] e ^ 



(x-^iK') 



H,(:r-|-2K) =— H,(:r) H,(^4-2/K')=H,(^)e ^ 
Comme on a évidemment 

0(:r-^4K)=0(^), H(^-f-4K) = H(^), 

on voit que les fonctions [x] et H [x] satisfont toutes deux 
à ces conditions ; 

<l>(a:-f-4K) =^[x], 

-t^(x-i.iK') 
^[x-^2.iK'j = — (p [x] e ^ 
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et les fonctions 0, [jc] et H, (^) à celles-ci pour une raison 
semblable, 



* (^-h2/K')=:^(x) e ^ . 



Mais ce sont précisément celles que vérifie l'expression gé- 
nérale 



lorsqu'on supposant le nombre /r égal à 2 , on prend pour 
périodes: 

« = 4K, 

6 = 2zK'. 

Les constantes a„ se réduisent alors à deux, «, et a^, et 
comme elles suffisent, ainsi que nous l'avons établi, à repré- 
senter la solution de ces équations la plus générale par des 
fonctions entières, en leur attribuant des valeurs convenables, 
les fonctions 01 [x] et H, [x] seront données par la série 

m- i-jzx -t-co i-xx 

__ — 2 m m- m -rr— 

m 

— ce 

(înîH-i)—-- 

a ^ e • ^^^ . 



Cette détermination résulte d'ailleurs immédiatement des con- 
ditions 

0, {^+2K) = 0, [x], 

H, (^-f-2K)=-H, (x); 

on remarque en effet que les séries qui multiplient «„ et a, 

26. 
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vérifient respeclivement la première el la seconde, de sorte 
qu'on aura 

a G, [xj = y ,j e ^^ , 



— :c 



«-> ^ — iim-i-li — rr 



H 



en désignant par a et fi des quantités constantes. Si l'on rem- 
place les exponentielles par les lignes trigonométriques, et la 

variable x par -, on obtiendra ces développements re- 

marcjuables 

a 0, I 1 = I + 2^cos2.r-f-2«y'cos4-^-T-2;;''cosD:cH-. . , 

[i H, ( ) =2 V 7C0SX-f-2 V7 cosoa:-l-2v g^'cos 5x-]- ... 

En y remplaçant x par xH — » on en déduira 

/■?.Kx\ . , . 

a t) 1 ) ^^ ' — 2gC0S2:i;-i-2^' C0S4-^ — 2<y^ COS D^-t-. . . , 

pu ( j =2 v^'/sin^ — 2v'<^'sin3:c4- 2v/g"sin5x — . . . , 

D'ailleurs en ayant égard à la relation 

e,{x-hiK')=B,[x)e ^^ 

ontrouveraqueles deux constanlesaet psont égales entre elles. 
Voici donc entre les séries et les produits infinis des relations 
d'identité extrêmement dignes d'intérêt, et auxquelles bien 
d'autres méthodes pourraient conduire. Jacobi, le premier au- 
teur de leur découverte, elM. Cauchy, en ont donné plusieurs 
qui sont tout à fait élémentaires, mais c'est surtout la suivante 
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qui npparlienl à M. Cauchy, el présente ce caractère ainsi 
qu'on va le voir. 

Considérons avec l'illustre géomètre le polynôme entier 
et fini 

= I -t- A, z H- A2 2'^ + . . . H- A„ c". 

La relation identique 

{i-]-z)^{qz) = {i-^q"z)o{z) 

donne celte suite d'égalités : 

A,(i— 7) = i — 7% 
A,(i-ç^) = A, (ry — ry«), 
A3(.-7') = A.(fy=-r), 

• • ' • • y 

d'où on déduit immédiatement 

Cela posé, nommons pour un instant* (2) ce que devient » [z] 
en y remplaçant q par ç^ n par in el z par -^;^' Si l'on fait 

* (z) =n- a,s-f-a. 2»H-. . .4-a2„z"', 

on trouvera aisément a,- au moyen de A,-, el en introdui- 
sant /i4- i pour indice, on aura celte expression 

_ ._,.. ji — rr) {i-q^^-^)...{i-q-'--^^) 

Le nombre entier i doit être regardé comme recevant toutes 
les valeurs de — nh -h ti, mais on peut se borner ])ar exemple 
aux valeurs positives, car on vérifie sans peine la relation 

a„_/=a,:-4.,-, 
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il en résulte pour ^ [z] celle forme 

«î> (^) = a„z«H-a„+, [z—' 4-2"+'] 



ou encore 
* U) =a„2« r,+ illtl (^ + Z-) + ^ (2^-2-) -i-. . . ]. 

Mais revenons à la valeur de ^ [z] sous forme de produit, et 
observons d'abord qu'en remplaçant q par q^ et « par an dans 
o(z), il vient 

(i + z) (14-7=2) (l+<7<2). ..(l-h7'"-'2) 
^[{i-hz)[i-\-q'z)...{i-\-q"'z)][{ï-j-q'"+'z)[i+q"'+*z)...[i-j-q'"-'z)], 

z 
de sorte qu'en mettant en dernier lieu au lieu de z , on 

trouvera 

X [{i-hqz) {i-\-q^z)...'i-{-q"'-'z)]. 

Or on peut écrire autrement les facteurs du premier produit, 
en remarquant que 

z z ( q 
H- - = - i+- 



z z 1 q^ 

i-f- — = — i-f- - 

q' q' \ z 



z z 
IH- ^ = — 1 i-f- - h 



cela donne pour o (z) cette nouvelle valeur 



*(,,=?; ,+2W,+l'^--7._,._r 



q- 

(■■+qz) [i+q'z)...[i+q^'-'z). 
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Telle est la forme défiiiiiive du produit de fadeurs dont nous 
avons le développement suivant les puissances de z. En faisant, 
pour abréger, 

% a 



c'est-à-dire 



%n = 



q On 



[i— (/«") [i — q'"-A...{\ — q-"'+-') 



( I — </="-^^ j ( I — ^■-'"+'' J . . . ( I — ^="+=' ) 
l'identité algébrique que nous venons d'obtenir s'écrira ainsi : 

-f)K)-(-^ 

:=%„[i^-a,q[z-^z-')-hÇl,q' [z'^z-'] 4-. . .-{-(l„q"' [z"+z-% 

et par suite, en faisant z = e"'' , 

( I -\-iq cos2,a:-i-q^][i-4~2q^ cos '2x+q'^]...[i +2^^''-' cos'2x-hq*"~'') 
= ^n(i-i- 2a,gcos2:r-h2a2(/'cos4^-l-. . •-+- 2a„</''''cos2njr). 

Or on a pour n infini 



5l„: 



I 



i^-r) i^-g') (1-^1 (ï-ç^)..-' 

a,- = I , 

et l'identité algébrique fournit l'importante propriété de la 
transcendante 0, (x), exprimée par la relation 

{i-l-2</cos2:c-}-^') (iH-2ç'cos2^-l-ç'') [i^iq^cosax-i-q") .. . 

i4-2^cos;^-i-2^'cos4.a? + 2 q^ cos 6^ + . . . 

~ (i-g=)[i-ç*){i-^»J... 

Ce résultat nous conduit à préciser complètement la défini- 
tion première que nous avons donnée des quatre fonctions 
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© [x], H [x), 0, [x], H, [x), en les représenlani par un produit 
de facteurs affecté d'un coefficient A resté jusqu'ici arbitraire. 
Nous ferons désormais 

A = (i-ry) (i_r/) (,- g^) (,_ çs). . . ^ 
cl nous aurons de la sorte 

/oKx\ 
©1 ( 1 =n-2^cos2^H-2ç'cos4^-+-2^''cos6;c-i-. . . . 

En partant de là et à l'aide de la relation 

0, {^ + /K')=H.(^)e 4K^ 
on aura ensuite , 

H, f I = 2 ^qcosx-]-^ ]/q''cos3x-i-'i\/q-''cos5x -H . . ., 

et ces deux formules, en y changeanlo; en x-\- --, donneront 
( I = I — "îq cos 9.x -{-■iq* cos4^ — 2^' coso:r -t- . . . . 

H f I = 2 v'^sin^ — 2 s/q^'sin 3:r-i- 2 \/q'''s'm5x — .... 

Telles sont sous les formes de produits infinis et de série les 
transcendantes dont nous allons établir les propriétés. 

Des deux formes principales que peuvent prendre parmi une 
infinité d'autres les fonctions 0, H, etc. 

Ce point touche à la plus belle partie de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, à la théorie de la transformation, que les bor- 
nes de cette Note ne nous permettent point d'aborder. Mais 
indépendamment de leur intérêt propre, les formules que 
nous allons établir et qui donnent celte transformation spé- 
ciale des fonctions 0, H, etc., où l'on remplace l'une par l'au- 
tre les quantités KetiK', nous seront indispensables plus tard, 
et nous devons d'autant moins les omettre qu'il est extrême- 
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4oi 



menl facile d'y parvenir, comme on va voir. D'ailleurs on sera 
mis ainsi sur la voie de la recherche analogue et plus géné- 
rale, où l'on remplace K el /K'par mK -+- m'/K', nK + n' iK', 
m, m' , 71, n' désignant des nombres entiers, et qui constitue 
le sujet même de la théorie de la transformation. Dans le cas 
où mil' — m'n = i, on est amené à ce que Jacobi nomme la 
théorie des formes en nombre infini des fonctions 0, H, etc.; 
mais parmi toutes ces formes, ce sont celles que nous allons 
établir et dont nous aurons à faire usage, qui méritent d'être 
particulièrement distinguées. Posons 



TtX- 



(x) = 6^*^"^ 0{r), 



73 (^) = e''^^^'H(^), 



0^{.t) =^e'^^^'&,[x). 



on verra immédiatement correspondre aux relations fonda- 
mentales propres aux fonctions ©, II, 0,, H,, à savoir : 



(«) 



(^ + K) =0, [x], 
H (x-f-K)=H,(x), 
0, (x -+-K) =0 [x], 
H.(x^K)= — H(x), 



(^ + /K') = /H(^) e 4K 



H [x-i- iK'] = ie [x] e 



-g(.^-+-,K') 



0, {x-hiK') = E,{x]e ^^ , 

^H, [x-hiK.')=e, [x]e ^^ , 
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celles-ci : 

[x + iK.') = in [x], 
n [x-^iK') = iB [x], 
0, {x-{- iK') =7), [x), 
y,, [x -h lis.'] = Oi [x], 

7^(2-^+K) 
{x-hK) = OJx)e^^ 



[o] 



[d] 



n [x-i-K] =n^[x]ei'^ , 

— {ix-^K) 
0,[x-{-K)=Q[x)e'^^ 

ri,{^-t-K)r3 — •/,(^)e4K' 

Cela posé, remplaçons les équations [a] par les suivantes, 
qui évidemment leur sont équivalentes : 

,0 {x-K) =Q,[x), 

H (^-K) =: — llAx), 
] 0, (:r — K) = [x] , 

H. (^-K)=H(^). 

Alors en comparant les équations [a'] et (6) aux équations 
[c] et [d], on remarque que le second système de relations 
coïncide avec le premier lorsqu'on y remplace d'une part 

K et i'K' 
respectivement par 

iia et — K, 
et de l'autre, 

G (:r), n [x], 0, [x], >7, [x] 
par 

H. (:r), jH(^), 0,(^), 0(^). 

Les nouvelles fonctions que nous avons introduites se trou- 
vent ainsi ramenées aux anciennes, et si l'on remarque que par 
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le changement de K en /K', et de ^K' en — K la quanlilé 
K' K 

q = e ^ devient qo=e .on aura en conrlusion les 

expressions suivantes, où M et M désignent deux fadeurs 
constants : 



I" i j = M-a^^o cosa' ( i4- 2</J cos2.r -i- ql) 

{i -h :>.ql cos2^ -+- ^0 )('+ 2g^ cos q.x -i- ql\ . . .), 

. f 2.ili.'x\ ,_ i,— . , j , . 

iï> ( I = M.2y/^o sm;r(i — "iql C0S2X + </„ ) 

(i — zql C0S2X-hql)ii — :>-ql C0S2x -\- q^ ), . . . , 

°'(~~"Z~~ ) = ^I-(i + 2</oCOS2a: H- <7J) 
(1 + 2^^ cos 2a: + ql) {i -i- 2ql cosctx-^ql"), . . ., 

(liK'xX 
»îi I — - — 1 = M ( I — 2 g„ cos 2 ^ -I- gi ) 

(i — 9.ql cos2:r -^- ql){i — ■zql cos2:c-f- ql"), . . , 

fiiYJx\ TVT z' < — * — 7 O 

2° ôl I :=N (^2 y/^ocosor H- 2 y ^^ cos3:r 

H- 2 s/'qV cos 5^-1-. . .), 

ifi I I = N ( 2 Ijq^ s\nx — "^s/ql sin Zx 

■+- lyjql'' sin 5^ — ... j» 

0, ( =N(i + 2^0 cos 2^ 4- iql cos4.3:^ 

-r 2Çj cosôjr -f- . . .), 

(liWx\ - , , « r 

»!,( I =N (l — 2^0 cos 2^ -i- 2^J C0S4-^ 

— 2ç^ cos6:c -f-. . .). 
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Le principal intérêt de la seconde forme analytique qui nous 
est ainsi donnée par les quantités ô(^), ri[x], etc., consiste 

2 K ^ 

en ce que l'on introduit, au lieu de • ? l'argument imagi- 

naire • En supposant K et K' réels, on a donc sous 

forme réelle et l'on peut suivre la marche des fonctions, que 
l'argument soit lui-même réel ou multiplié par \/— i ; bienlùl 
on en verra une application. 

Propriétés fondamentales des fonctions et H; définition 

de sinaiiij', cosamx, Aanu:. 

En employant dans ce qui précède la considération de la 
fonction 

m' irtx 

pour le cas de A- = ?., nous avons supposé 

« = 4K, 

Désormais nous garderons pour périodes ces deux quantités, 
et nous ferons par suite 

-T-co "'- irzx 

— 7 m — — 

•ï* ^ = X «"7 ^ 

30 

avec la condition 

ce qui donnera, comme nous l'avons établi, la manière la plus 
générale de satisfaire par des fonctions entières uniformes aux 
deux conditions 



^[x -\- liK'] =<l>[x\c ,-^ ' 
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Celte solution générale renfermera donc pour h = 4 P^r exem- 
ple quatre constantes arbitraires, que l'on mettra en évidence 
en distinguant ces quatre formes de l'indice m, m = /^n, 4« -ri, 
4« -^ 2, 4 « H- 3 , ce qui donnera : 



In- an ,. 
K 






()"-+- 11"- JTX 



(2n-i-l)- i-.c 

— (■''«-t-O-i-- 



e 



ou bien, pour abréger. 

Par la on voit que dans le cas où 

«I> [x -H 2K) = * (a:), 

la solution est représentée par 

^[x] = a,^, [x) -f-rtï<l>j(x), 

et ne contient plus que deux constantes. 
De même en supposant 

* (^ 4- 2K) = — * (x), 
on aura avec deux constantes arbitraires seulement 

^ [x] = a, O, (:r) +«3 «l'a (^). 

Ainsi nous avons la manière la plus générale de vérifier ces 
deux systèmes de conditions, savoir : 

!^ [x -h 2K) =: <î) \X), 
jr- C^' + ' ^) 
<!- (:f-f- 2/R') = * (a;) e '^ 

i 1) [x -h 2K) = — 'I> [x), 

II. < „'iiZ[(x+/K') 

*{jc 4- 2iK') ='D(^) e ^ 
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Cela établi, nous remarquons qu'en élevant au carré les deux 
membres des diverses équations fondamentales de la page 894, 
les résultats sont précisément de la forme du premier de ces 
deux systèmes. Nous en tirons cette conséquence, qu'en dési- 
gnant par a, b, etc., des constantes, on aura 

ll][x) = cA\[x) ^d^^[x], 
et en changeant :r en ^ -h K, 

0^ [x] =. a<î>,{x] —b^, [x). 
U] [x) = c *„ [x] — d <iJj f^). 

En second lieu, si l'on multiplie membre à membre, soit les 
deux premières, soit les deux dernières de ces mêmes équa- 
tions, c'est à la forme du second système qu'on se trouve 
amené, par suite on a 

[x] H [x] = A *, [x] + B *3 [x], 

A et B désignant de nouvelles constantes, et cette relation 
donne, en y changeant x en ^ + K, la suivante : 

0, (:r)H, [x] = iA<î', [x] — iB<î>i [x). 

De là se tirent parmi bien d'autres conséquences (*), les rela- 
tions algébriques et différentielles de nos fonctions. 

I. — Relations algébriques. — Du module et de son 
complément. 

Deux équations linéaires entre les carrés 0%H% 0', Hj, ré- 
sultent évidemment des expressions de ces quantités par ^^ [x] 
et «l»! [x). L'une d'elles poura être présentée sous la forme 

0'(:c)=zaH=(x) H- a' H; [x), 

a et a.' désignant des constantes que nous allons déterminer. 
Pour cela faisons ces deux hypothèses ;r = o et ^ = R; 



(*} Notamment la transformation du second ordre. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4^7 

comme on a, d'après les formules de la page 384, H (o) = o, 
Hi (K) = o, il viendra 

_ 0^ (K) 

*•- 11^ (K)' 

II; (o) 
Mais on introduit au lieu de a et a' les quantités suivantes : 



k-= 



Q' (Kl 



" 0^ ( K") ' 

et comme la relation 

H (x + K)=H. (^) 
donne 

H(K)=H, (o), 
on aura 

, k' 
/r h" 

d'où 

Cette première relation obtenue, la seconde en résulte en y 
changeant x en x-h iK'; si l'on emploie à cet effet les for- 
mules données p. 384, il viendra, en supprimant le facteur ex- 
ponentiel, 

— /rH'(^)= — 0^(.r) + /.'0^ (^), 
ou bien 

0'(x)=/fH'(^)+/.'0^ [x). 

Ces deux équations représentent d'ailleurs toutes les relations 
algébriques possibles entre nos quatre fonctions; elles con- 
duisent à la notion des quantités que nous avons désignées 
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par /,■ et //, el dont les racines carrées s'exprimcDl en série 
de celle manière: 

H (K) _ 2^/^ + sv^' + ^v/^^-^ 2 VY^-+- • •• • 



sjk 



(K) 1 4- 2 ^y -f- -j ry' 4- 2 q' H- 2 ^"^ + . 



j-p _ (o) _ I — iq+ iq' — 2//-' H- 2</"= — . . . 

(K) ~ I -+- -.'.ry-i- 2</'H- 2ry'' -t- -zq"' -\-. . .' 

La première, k, s'appelle le module de [x], H (x), 0, [x], 
H, [x], et la seconde, //, le complément du module. Consi- 
dérées par rapport à q, ou plutôt en faisant 

q — e, 

par rapport à la variable w, ces quantités constituent un genre 
de fonctions analytiques entièrement nouvelles et de la plus 
haute importance parmi les fonctions d'une seule variable. 
C'est principalement en algèbre, dans la théorie des équations, 
et en arithmétique, dans la théorie des formes quadratiques à 
deux indéterminées, que la considération de ces fonctions a 
suggéré d'elle-même des points de vue tout nouveaux et 
ouvert des voies fécondes, où ont été obtenus les plus inté- 
ressants résultats. Les bornes de cette Note ne nous permet- 
tent pas d'entrer dans ce champ déjà si étendu de belles 
recherches, mais ce que nous dirons à l'égard des fonc- 
tions 0, H, etc., servira de préparation suffisante pour lire les 
Mémoires spéciaux qui y sont consacrés. C'est de ces fonctions 
en effet, étudiées à la fois par rapport à ;r et w, que découle 
tout ce qui concerne k el h' qui contiennent seulement w, et 
il ne semble pas possible, dans l'étal actuel de nos connais- 
sances en analyse, d'arriver à toutes leurs propriétés en par- 
lant uniquement de leur définition comme quotient des séries 
données précédemment (*). 

(*) Poisson et M. Cauchy sont arrivés, par deux méthodes diflérenles, à cette 
identité : 

, ! i-'ji ^iiz 9 1 rr w n 

\ — 10>\ l -T-y.e -!-'2C -4-2 6 -t-...j, 

(1- , ÏTZ ITZ 

I -f-2c '-^ -h2e '^ -hst; '■'H-. 

qui conduit à des propriétés fondamentales des modules considérés comme 
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On se rendra compte, jusqu'à un certain point, de celte dif- 
ficulté, en observant que /r et h' n'existent comme fonctions 
de w qu'autant qu'en supposant celte variable imaginaire et de 
la forme 

w r= a + / p , 

p est essentiellement différent de zéro et positif . Ce sont donc 
véritablement des parties de fondions, qui dès lors échappent 
à beaucoup des méthodes les plus habituellement employées. 
Ainsi il n'existe pas pour /r et h' de développement suivant les 
puissances de w , et si l'on fait w = w» -i- A pour pouvoir em- 
ployer la série de ïaylor, voici encore les circonstances parti- 
culières qui viennent s'offrir. Les quantités k et h' sont déter- 
minables par la résolution d'une équation numérique, pour 
une infinité de valeurs de (j, telles que 

A + v/^irB 

-0 = ^ ' 

A, B, C étant entiers, et B essentiellement positif; mais si 
l'emploi de ces valeurs initiales, en faisant m = Wo + h, donne 
pour premier terme des séries une simple irrationnelle numé- 
rique, les termes suivants sont nécessairement des transcen- 
dantes. Ainsi par exemple, pour o^ = /, on aura k=—=i 

/i'=-^5 et en prenant o) = i-\-h, ce sera l'intégrale 

V2 

J[ zf^-_ » qui entrera dans tous les coefficients des déve- 

loppements de k et k', suivant les puissances croissantes de h. 
On voit parla combien on est éloigné des séries qui définissent 
les transcendantes simples, où les coefficients sont toujours 
commensurables. Mais sans nous étendre plus longuement là- 
dessus, et pour revenir à ce qui concerne notre sujet, nous 

fonction de w. Mais il n'est possible de tirer de là que la transformation pour le 
premier ordre, et aucune autre voie pour parvenir aux équations modulaires ne 
s'est encore offerte que celle qui a été donnée par les fondateurs de la théorie 
des fonctions elliptiques. 

L\ci\Oi\, Cale. (/iff.,\l. 27 
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allons justifier les dénominations de module et de son com- 
plément, données à k et /.', en démontrant cette égalité 

Les deux relations que nous avons obtenues sont 

( k 0^(^) = H^(^) + //HJ [x], 
\ @^[x] = kW[x)-^1i'Q\[x). 

Faisons dans la seconde x = K, après avoir divisé les deux 
membres par 0' [x], en remarquant qu'on a 

0, (JC + K) = 0(^), 

et par suite 

0. (K) = 0(o), . 

on trouvera précisément l'égalité qu'il fallait démontrer. 
Il en résulte cette relation entre les séries infinies, 

+ (l— 2^+ 2Ç' — 2^» + 2</'^— . . .'/ 

= ( 1+ 2 </ + 2 ^' -H 2 g" + 2 g'^ + . . . ]', 

qu'il est extrêmement facile d'établir directement à l'aide des 
propositions arithmétiques connues sur la décomposition des 
nombres entiers en quatre carrés. Mais laissant encore de côté 
ces questions, nous allons compléter ce qui concerne la défi- 
nition môme de k et k' dont nous avons obtenu les racines 
carrées comme fonctions uniformes et bien déterminées de w. 
Jacobi a fait voir que les racines quatrièmes possèdent la même 
propriété en donnant les formules remarquables que nous 
réunissons ici : 

V k = s/2 V q — — \ 1 

^ \-7-q — q — q^ — ... 

— <J':?.\q 2 

^ ^ i-\-q + q^ + q'''-\-... 

= V^- V (/ 3 

I — iq^-\-'2.q^ — 2^'*+... 

I -f- 2 ç 4- 2 g' + 2 5=* 4- . . . 
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Les lois de ces séries sont données par ces formules où le 
signet' s'étend à toutes les valeurs de l'indice n de — X) 
à H-co , savoir : 






2(- 






3 _ E r'"' 

sf^^/q — 

2 5"'^" 



= s/^\/g 



_^{-'Yr"^'' 



2 (-0-9= 



= v^v''7 



_2;r-" 



2^/' 



En second lieu, et pour le complément du module, on a 



/F- 



i-q- 


^r 


+ r/^ 


+ ry' 


... 


i^q- 


■f 


-q' 


-g'' 


... 


i-q- 


g' 


-hq' 


+ g' 


'+. . . 


i+q-^-q' 


-hq' 


-+-(1 


" -4- . . . 


1— 2^-f- 


2q^- 


-iq"- 


-+-2fy"'— . . 


1 — iq"" 


H- 


iq^- 


- 2Ç" -h 2^22 — . . . 


i — iq' 


+ 


i.q^ - 


-2^''-|- 2^'' ... 


i-h^q 


-î- 


zq' -j-iq^ 


4- 2 ^'«4- . . . 
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OU en menant en évidence les termes généraux 

3 n- -f- n 



n' -f-n 3ir-l-n 






— I )" q^''- 



[-lYr 



■xYr^ 



La quantité Ijhh' qui joue aussi un rôle important est donnée 
par le développement de forme semblable aux précédents : 



yjkh ' = V 2 sjq — . 



l'i' 



IL — Définition Jesinam(^), cosam(^j, Aam^. 
Équations différentielles. 
Posons 



Il — — :=■ I \ 7 

\lk ®[^) 

V /'• (^) 

w = y/i 



eu 
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Les relations algébriques obtenues précédemment et qui sont 
homogènes par rapport aux quatre fonctions donneront : 

/,2«=-f-(i'' r= I. 

La première conduit à représenter it par un sinus, c par un 
cosinus; c'est ce qu'a faii Jacobi, et en adoptant les notations 
de l'illustre géomètre, nous poserons 

M =r sin am(^), 
c ~ cos am [x), 
(V =1= Aam(^). 

Le sinus, le cosinus et le a de l'amplitude de la variable x 
seront ainsi les trois fonctions doublement périodiques fonda- 
mentales. Nous voici amenés maintenant au point en quelque 
sorte le plus essentiel de la théorie, où l'on a pour but de les 
définir par trois équations différentielles. 
Considérons à cet effet la dérivée de m, à savoir: 

du I H'(^)0(.r) — H(:r)0'(^) <l'(x) 



dx ' w'/j- Q-{x) 



Q' x] 



Cette dérivée, comme la fonction elle-même, admet la pé- 
riode liK' et ne fait que changer de signe lorsqu'on change 
^ en :r H- aK ; ayant donc pour le numérateur la valeur 

*(x) = 0'(.r) — , 

on tirera immédiatement des relations 

e-{x ~- '2iK') — Q''{x}e '^ , 

auxquelles donne lieu le dénominateur, celles-ci : 

^{x^7.K) = — ^{x), 

"'-{x-i-iK') 



^{x -h 2iK') — <i> [x] e 
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Or, d'après ce qui a été précédemment établi (p. 4o5 et 4o6), 
on a 

<!> (:r)=: rt, '1', {x)-i- a,'î-3{x) = mQ{x)l{{x)-{- m,Qi{x)}li(x), 

m et m, désignant des constantes. Observant donc que u change 

, . . du 

de signe avec^, et que par suite -j- est une fonction paire, 

on voit que la partie impaire m0(^)H (^) doit disparaître; 
ainsi m= o, et l'on a simplement 

<î>{x) = mi@,{x)]it{x). 

En divisant par Q-{x) et faisant 

m, \[k 

il viendra 

du I 5 

-^ = ij.vw = \>-\i[i — «') (i— ii-u^y 

Celte constante p représente, puisque la fonction u s'évanouit 

sîn 3 m i 3c\ 
avec X, la liriiite du rapport — -^ — - pour x = o, limite qui 

dépend en général des quantités K et K'. Mais nous avons pré- 
cédemment remarqué que l'expression des fonctions 0(x) H (x) 

ne changeait pas en v remplaçant x, K, K' par -•, —■> — ? et 

!/ v. p. 

que cette circonstance serait utilisée pour particulariser d'une 
certaine manière les périodes. D'après cela, nous allons intro- 
duire une relation qui aura pour effet de rendre égale à l'unité 

, ,. . sin am ix) ^ , , . . , , 

îa limite ^ — -, atin de rapprocher en ce point essentielle 

sinus d'amplitude du sinus trigonométrique. Ayant 

sin am [x) i 

^ ~ \/Tc 



i — -2q cos^+ qA(i — iq^cos'-^-hq' 
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nous ferons pour ^ = o, 

^/7K* {i-qY{,^q^y{i-q^Y... ' 
ou bien 

v^ ^ V- r (i-^^)(i-^M(i-^^)... -]^ 

'^'^l{i-q){i-q^){i-q^)... ]' 

Ainsi, en admettant que les quantités K et K' vérifient cette 
condition, nous aurons 

du 

c'est la première des relations différentielles que nous vou- 
lions établir. Les autres en découlent à l'aide des équations 

A"' m' 4- W = I , 

et sont 

clv 

-j— = UU'i 

dx 



dw j 

ax 



Plus généralement on aura 



dx^"-*-' 
d-"a 



( rt„ + «, u- -H «2 a' + ... + a„ lû" ) vw ,• 



^^ _(Ao-l-A,?<= -I- AjM^H-.. .4-A„?P') a, 

les coefficients étant des fonctions entières de /^^ On en dé- 
duit ce développement qui subsiste entre les limites — i et +/ Sa«. /â '^r^ 
de la variable, et où l'on a fait ~ " ft ^.^i 

u =x — 2 lia 5 +4^'"'('^' + 3 



1.2.3 I .2. 3.4.5 

8/,3(a'_|-33a) ^^ hi6/.Ma'4-3o6a^-Hi89) ^' 



1.2. ..7 ^ 1.2. ..g 

/pli 
— 32/i^(a5 + 2n66a''H-828Qa) 4- 

' .1 . 2 ... I I 
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On trouve de même 



1.2.3.4 I . 2. . b 



(i + 4o8/;-2-t-9i2/,'H-64/i'') 



x' 



I 2. . . 8 



«,=i_/,-2-f!-+/,:(4+/(-.)__^ _/,-.(, 64-44/,-^+/,') ^' 



1.2. I .2.3.4 I.2...<) 



A-'(64-f-9i2/r + 4o8/,' + Â«) 



x" 



I .2...8 



M. Gudermann a fait la remarque qu'on pouvait poser, aux 
termes près du cinquième ordre, 

sin (x\Ji-h k^) 
u = ' ^ — - 

\/i-i-k' 
et 

(' rzz cos .r , iV = COS IiX, 

en négligeant seulement x\ ce qu'on vérifiera sans peine par 
le développement. 

Voici donc une nouvelle et complète définition des trois 
fonctions doublement périodiques, en joignant aux équations 
différentielles les valeurs initiales u^^o, v=i, w = i pour 
.x=-o. En particulier, la fonction sinam(^) sera déterminée 
en posant 






) 
et c'est cette intégrale, ou plus généralement 

Y (il) du 



I 



V'( !—««') {l — h'W) 



en désignant par F (?<) une fonction rationnelle, dont l'étude a 
ouvert la voie pour parvenir au\ fonctions elliptiques. On re- 
connaît ainsi l'origine de cette expression de fonctions inver- 
ses, dont nous avons plusieurs fois fait usage, puisque u est la 
fonction inverse de l'intégrale dont la valeur est x, et l'on peut 
juger quel long enchaînement d'idées et quels efforts il a fallu 
pour parvenir de là aux notions de fonctions doublement pé- 
riodiques et aux séries qui nous ont servi de point de départ. 
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Mais ce long travail a été fécond pour la science; c'est comme 
conséquences de ces recherches que nous ont été acquises 
plusieurs notions analytiques entièrement fondamentales, et 
en particulier ce que nous savons sur le mode même d'exis- 
tence des fonctions intégrales. Après avoir trouvé, par exem- 
ple, que sin am (^) ne change pas lorsqu'on change x en 
.r-f-4mK + 2m'/K', m et m' étant des nombres entiers, on a 
dû nécessairement rechercher dans l'intégrale 



/^ 



du 



\/{l—u'){l—/t'U') 

la raison de cette sorte d'indétermination qui donne naissance 
à la périodicité dans la fonction inverse. M. Cauchy, dans son 
Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, 
avait donné les principes essentiels de cette étude si impor- 
tante; elle a été complètement faite par M. Puiseux, dans un 
excellent travail intitulé: Recherches sur les fondions algébri- 
ques {3 ournal de M. Liouville, année i85o), et auquel nous 
renvoyons le lecteur. Un autre résultat encore consiste dans 
ce sens plus complet et plus approfondi, que l'on a été con- 
duit à attacher en analyse à l'expression même de fonction, 
en reconnaissant et en caractérisant entre les divers modes de 
dépendance de deux quantités des distinctions essentielles et 
dont les recherches auxquelles a donné lieu la théorie des 
fonctions elliptiques ont montré toute l'importance. Ainsi ont 
été proposées ces questions dont l'objet est de reconnaître dans 
la définition même d'une fonction, donnée, par exemple, par 
une équation différentielle, si elle est uniforme ou non, et 
dans le premier cas si elle est entière ou fractionnaire. Les 
résultats les plus beaux par leur grande généralité qui ont été 
obtenus dans cette voie sont dus à M. Weierstrass ( * ) et à 
M. Riemann [*'). 

( "^ ) Théorie der Abel'schen Funclionen. Journal de Crelle, iS56. Voyez aussi 
diverses Notes de M. Cauchy, publiées à cette époque dans les Comptes rendus, 
et un Mémoire de MM, Briot et Bouquet sur l'intégration des équations diffé- 
rentielles du premier ordre. 

C") AUgemeine Voraussetzungen und Hùlfsmittel lïïr die Untersuchunjj von 
Functionen unbeschrankt veranderlicherGrbssen, etc., Journal de Crelle, 1857. 
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III. — Des quantités K et K'. 

En parlicularisanl les périodes de manière à rendre égale à 

,,..,,.., sin am (^) . ^ . 

1 unité la limite du rapport pour x inhniment petit, 

nous sommes parvenus à l'expression 



^,- r (i— r/)(i— (?^)(i— gM... -]' 
^U(i-7)('-î^)(i-^')---J' 



qui conduit à une conséquence importante. Observons d'abord 
qu'en supposant ^=:K et par conséquent sin am (K)= i (*) 
dans l'expression en produit infini de sin am (^), on aura 

,/7. -^ '17, r ('^'?')('H-?-)(.+r)--- T 

En divisant membre à membre ces deux équations et ex- 
trayant la racine carrée, il en résulte 

4 /^ =, r (i— g')(i— g^)(i— g^)... -[ 

V ^ L(i-g)(i-9^)('-r)--J 
r (i-hç) (i+g^jfi+g^)... -] 

expression susceptible d'une simplification remarquable. Em- 
ployons à cet effet la relation donnée par Euler 



on obtiendra d'abord 

(i— (7-)(i— f/)(i— g«).. 
[i—q) (i— r)(i— ç'j-. 



(i— ^) [i—q')'i—q^)... 

I 
[i—q) [i—q^){i—q^)... 






, I H (^) 

(*) On trouve que sin am (K) =^ i parla formule sin am {x) = — — —— — r > en 



, . . /- HfK) 
seraoDelant que par définition y k =: — -> page 408. 
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et en remarquant ensuite que 

('-f-^)(H-î^)(i+r/)... = (1+7) (H- 7^(1+ '7^)--- 

on verra tous les dénominateurs disparaître dans la valeur de 
i / — 5 qui deviendra ainsi 

y/l^ = [(x_7=)(i-7^)(i-7»)...l 

X[(i -i-q) (i+fy'){i + î^)---?. 

Cela étant, si l'on pose :v = o dans la formule précédemment 
démontrée 

1 = I -h 2 </ COS 2 ^ -J- 2 (/' COS 4 -^ -r- 2 </' C0s6 ^ -f- . . . 

= ( I -1-27 COS IX-h (f) (1 + 27' COS 2 ^ -h 7« ) 

X (i+at/^-cos 2^-1-7"').. .X(i — 7'j(i— </')(i — </")•••> 
il viendra 

0, (o) — I -•- 2 7 H- 2 Ç* -f- 2 </" + . . . 

= (i-fy')(i-7")(i-9«)...[(i + fy)(H-ry^)(i+r/)...?, 

d'où ce résultat, qui est d'une grande importance dans la théorie 
des fonctions elliptiques, 

i/ ^ = 0, (o) = iH- 2 g + 2 7* + 2 g" + 

On en déduit, en ayant égard aux équations 

,//--H(K)_H,(o) 
^' 0(K) 0,(0)' 

0,(0) 

les deux suivantes : 



1/^-^ = H, (o) = 2 ^7 + 2 's/f H- 2 v'fy" + 2 y</'« -^ . . . , 
i/ = (o) = I — 2 7 -h :?. ,^' - - 2 g» i- . . . . 
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C'est la seule quantité K qui donne lieu à des relations de 
celte forme ; la quantité K', entrant d'une manière différente 

_ ^' 
dans l'expression ç = e *^ ne paraît pas susceptible de déve- 
loppements analogues en série. Mais toutes deux s'expriment 
d'une manière parfaitement semblable à l'aide des modules 
Jf et k' par ces intégrales définies 

r\ (lu ,^ r du 

comme nous allons le démontrer. 

Précédemment nous avons déjà fait voir que sinam (K) = i; 
remarquons maintenant qu'en faisant ^ = K dans les relations 

ll{x-\-iW)=iQ{x)e '^^ 

et en divisant membre à membre, il viendra 

H(K + iK^) _ 0(K) _ j_ _ 
0(K + «K')~H(K)~y/l' . 

par conséquent, smam:r= — -^ — - — - aura la valeur j pour 

y/A" ® i-^i " 

A- = K + i K'. Ayant donc 

du 



_ /»" du 



nous en conclurons que 



X sj{i-u^){i-h'u') 

rk du 
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Cl par suite, en retranchant membre à membre, 






Or en faisant 



- y 

_ n/(i-c^')(i— /.'^c^O 

ce qui donne le résultat annoncé. 

Mais ce que nous venons de dire laisse subsister une la- 
cune importante : nous sommes en effet à l'un de ces points 
de la théorie des fonctions elliptiques qui appellent de nou- 
velles recherches pour être aussi complètement traités qu'on 
peut le désirer. En passant de l'équation différentielle 



à la relation 



(^li n r-, ; 



_ r" du 



'■) 

on laisse absolument arbitraire la loi de succession des valeurs 
de la variable u dans l'intégrale, de sorte que les relations 
précédentes 



knû 



J, sl{i-iû)[i — h^u' 



n'auront un sens entièrement déterminé qu'en définissant le 
chemin ( * ) décrit par la quantité u =^ sin am ( x ), lorsque x va- 



(*) Nous supposons que les notions fondamentales dues à M. Cauchy sur la 
représentation géométrique des imagiiiaires, et sur les intégrales prises le lonjj 
dune courbe, sont connues du lecteur. 
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rie de zéro à K, puis de K à K -j- iK'. Et comme l'argument x 
peut varier entre ces limites suivant une infinité de lois, il faut 
de plus connaître comment les chemins correspondants qui en 
résultent, donnent tous au point de vue de l'intégration par 
rapportai le même résultat. C'est seulement dans le cas où 
l'on suppose K, K', et par suite k, des quantités réelles, et 
qu'on se donne ces lois particulières 

2K 

77 

^ = K H T, 

77 

/ et T croissant de o à - d'une manière continue, que l'on peut 

traiter la question que nous avons posée. 

Et d'abord on voit que u = sin am ( j est réel par le déve 

loppement 

/2K/\ 2v^sin^ — 2^a^sin3/ -h 2 v^a'^ sin 5/ — . . . 
smam = -^ ^-i -, — î-î : • 

\ 77 y I 2^C0S2^ -+- 2 ly' C0S4^ — Q.q'^ COSb t ->r . . . 

D'ailleurs entre les limites zéro et K la dérivée 
du _ k' H,(^)0,(^) 

dont la valeur initiale est l'unité, sera toujours positive. Elle 
ne peut effectivement s'annuler qu'en faisant 

H,(^) = o, 

0,(a:)=O, 

c'est-à-dire (voj-ez p. 384 )> 

X =: {"2. m -i- i)K ~ 2. m' i K', 
^i=(2/;z+ i)K4-(2 m' -i- i)i K', 

et aucune de ces racines n'est comprise dans l'intervalle con~ 
sidéré, la valeur ^ = K se trouvant précisément la limite supé- 
rieure de cet intervalle. Nous conclurons de là que t croissant 
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de o à -j u croît de même de o à i et que dans l'expression 

2 

_ r^ du 



l'imégrale est prise dans le sens habituel. 
Soit en second lieu 

■K 

comme on a 



. ^^ 2iK'T\ /2/K''. , 



on pourra écrire 

,^^ ■2lK'r\ I 

sin am K H 1 = -:= ; .,r. ■ > 



et en introduisant les fonctions 



v/^- .. l^J^ 



„,(^) = e4^^'H,(^), 



/2/K'- 

sm am I K H — 



s/lF ,, llj^ 



I I — 2gocos 2t4- 2^^ cos4f — 2 ql cos6t. . . 
y/"X- 1 -l-2Çi,cos2T + 2</J cos4'^ -t-2g^ cos6t... 

ce qui est encore une quantité réelle (*). On conclura comme 
tout à l'heure que la dérivée par rapport à t, qui est nulle aux 



(') On se rappelle que 9, = e "■ , vo^ez p. 4^3. 
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deux limites t = o, 7=1-5 ne peut s'évanouir dans leur inter- 
valle, de sorte que c'est encore dans le sens ordinaire d'une 
intégration reciiligne que l'on a l'équation 

I 

du 






d'où nous avons tiré 



K'=r 1 " — 

X s/{i-iû){i-k'^u^-) 



Avant de quitter ce sujet et afin d'en montrer la difficulté 
lorsque K, K' et k sont imaginaires, je remarquerai que la sup- 
position qui vient le plus naturellement à l'esprit, qu'on peut 
faire varier x par exemple de o à K, suivant une loi telle que u 
soit constamment réel, ne saurait être admise. Autrement dit, 
il est impossible en général que dans l'expression 

K ■ ''" 






l'intégrale soit toujours rectiligne, comme nous l'avons trouvé 
tout à l'heure. 

Effectivement, soient 

iX: =aK-^ biK', 
itK'^cK-{-diK', 

a, b, c, d, étant des nombres entiers qui vérifient ces con- 
ditions : 

ad — 6c? = I , 



En posant 



« =; I j 




b^o 




c s^O ( 


mod2. 


d-^i ) 




Z=e~ 
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on aura 



sinam 



fi-hr — I 



v/^- 



'^ I — ?, ^cosajr-h 2^''cos4.^ — 2^cos6^-t- . . . 

re qui esl la même expression analytique (*), au signe près en 
0^ et ^', que 

2K:r\ I 2i/(7sina: — 2v/o''sin3x-[-2^fl"sin5.r . . . 
SMiam' ' — 



^ /' Jk^ — 2gcos2^4-2g'cos4.^ — 2(fcos3x-h.' 
en K et K'. On en conclura que DC sera donné comme K par 
rintéerale j t — - — • Or, en supposant b diffé- 

reiit de o, la valeur imaginaire 

DC = «K-l- biïi', 

ne pourra évidemment résulter que d'une intégrale curviligne. 
Mais voici un résultat important et qui subsiste quel que soit 
le mode d'intégration : c'est que les quantités K et K' vérifient 
la même équation linéaire du second ordre 

(/.-/.■)^-(.-3/,.)^-/,. = o, 

dont l'intégrale avec deux constantes arbitraires G et C est par 
suite 

:j = CK^C'K'. 



I itKxX //.• 2V •^cosa:+2V ;^^cos3x+2V ^"cos5x4-... 

cosam(^— — ^j==(-r, ^ S/T'] ' 



(') Les relations analogues relativement à cos am {x'j et A an)(a:) sont 

5cosa:+2V ;^^cos3x+2V 3"cos; 

^COS2X-i-2^COs4^— *-i^COsG^-H... 

/''oîKuA - _ ,-1- 2 ?)cos2j:+ 2^*cos4x-i-23''cos6x-+-.... 

Aam \ i - ( .-.. i/-* v'„ ' ^^ ^: i=! 1 

\ ^ / " I — 2Î^C0S2j: -i- 2i^cOs4-r — 2 :;^"cos 6x -|- . . . 

on en déduit, en supposant a; = o, ce qui concerre y'A et y'/.' lorsqu'on y clianje 

K cl K' en cK et tK . 

Laci-.oix, Ca!c. diff., II. 2G 
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Celte équation conduit au développement de K et K' sous celle 
forme : soient 

\ij V-AJ \ 9..^. . .in J 

et h;, la somme des n premiers termes de cette suite, on aura 



K' 



4 



Il O . i\ J • û 

On en déduit aussi cette propriété remarquable, à laquelle 
nous parviendrons plus loin par une autre voie : 

EJ' - JK' = - 
en faisant 

Addition des arguments. Théorème d'Abel. 

C'est Euler qui a donné le premier les formules pour ex- 
primer sin am(a-!- 6), cos am (aH-6), Aam (a -f- i), au moyen 
des fonctions semblables relatives aux arguments a et b, et 
cette importante découverte a été le point de départ et la base 
des travaux qui ont fondé la théorie des fonctions elUpiiques, 
de mÔQie à peu près qu'en trigonométrie élémentaire on est 
parvenu aux propriétés analytiques du sinus et du cosinus en 
parlant des relations qui donnent le sinus et le cosinus de la 
somm.e de deux arcs, en fonction des sinus et cosinus de ces 
arcs. L'illustre analyste, par une sorte de divination restée célè- 
bre dans l'histoire de la science, obtint sous forme algébrique 
l'intégrale générale de l'équation 

du , diif_ 
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Or ce résultat revient exactement à l'expression du sinus 
d'amplitude de la somme de deux arguments, comme nous 
allons le montrer. Effectivement, en désignant par G la con- 
stante arbitraire, l'intégrale est 



^_ u^{i — u'-){i — f.-'u"')-hii' \/{i — u'){i — h'u'} 
^""^ ^ i-/,^u'u'^ ' 

Mais si l'on fait 

Il = sinama, 
u' =:sin ama', 

l'équation ( i ), réduite à la forme 

da H- da'= o, 
donne immédiatement 

a -+- a' ■■= c. 

Voici donc, sous deux formes différentes, l'intégrale d'uno 
même équation différentielle, et on devra passer de l'une à 
l'autre en établissant la relation qui lie les deux constantes 
arbitraires. Je remarque à cet effet que c est évidemment la 
valeur de a pour «'= o, et si l'on faitsemblablemeni a' ■.=: o 
et par suite ;/;= o dans l'équation (2), elle donne c ^ u :z= 
sin am«. La relation entre les constantes est donc 

C =^sin amc. 

Ainsi la valeur de G en u et u' donne précisément la détermi- 
nation de sin am (a -i- a') en fonction algébrique de sin am« 
et sinam«'. La géométrie fournit aussi plusieurs méthodes ex- 
trêmement intéressantes pour parvenir à ce môme résultat; ne 
pouvant ici les indiquer, nous nous bornons à donner sous sa 
forme analytique si remarquable le théorème découvert par 
Abe! pour l'addition d'un nombre quelconque d'arguments. 

L — Théorème d'Jbel. 

Les expressions de sin am^, cosam^, Aam^ par ©fx), 
Il(^), etc., fournissent les relations suivantes, qui établissent 

:.8. 
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la double périodicité de ces fonctions, savoir : 

I sinam(^ -^ 2K) =— sinam^, 

I sinam(x-f- 2iK) =-T-sinamj:; 

cosam(^-4- 2K) = — cosamo:, 

cosam{;rH-2iK') — — cosam^; 

Aam(a:+2K) =-T-Aam^, 

Aam [x H- 2/K') = — Aam^. 



I. 

IL 
III. 



Or on remarque que les trois fonctions se reproduisent dans 
le second membre au signe près, de sorte que les diverses 
combinaisons deux à deux de ces signes, pour l'une et l'autre 
période, forment pour chacune d'elles un caractère spécial et 
qui lie entre elles, d'une certaine manière, toutes les fonctions 
plus générales, composées de sinam^r, cosam^, Aamx, qui 
à l'égard des périodes satisferont aux mêmes relations. Ainsi, 
en désignant par F(;r) et/(^) deux polynômes entiers en a: 
respectivement des degrés 11 et n— i , et faisant 

, . . T-. / . , N f/sinam^ /■/ . , n 

(f,[x) =sinam.rF (sm=ama:)~i j[sm^amx], 

, . T./ , N </cosam^ /./ . , N 

(pjfx) = cosamxF(cos='am^) -i. -. / [sm^am^j, 

, „ , , dàamx „, , 

vj .r ; -== Aam^r (A'am^) h /( A-am.r , 

' ' ^ •' dx '' 

on aura, comme précédemment, 

j o, (x-h2K) -- — çf),(.r), 



ç.,(^ + 2/K') = -+-çp,(a:); 

jj j o,{x -^,- 2K) -•• —^^^{x], 

\ o, 'x -\- 2?K) — — ?2(-^}; 

m i v3(-^-^-2K) = + ^^,[x), 

\ o^[x-\~iiYi!)^=^ — o.,{x). 

Ce sont ces diverses expressions qui figurent dans le théo- 
rème que- nous allons établir, ou plutôt encore la suivante 
qui possède le caractère résultant de la quatrième combinai- 
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son possible des deux signes dans le second membre, savoir : 

En désignant par F(^) et F,(jr) des polynômes respective- 
ment de degré n el n — 2, <^{^) sera représenté de cette ma- 
nière, savoir : 

z désignant indifféremment sinam^, cosam^, ou Aamx. 
Mnis, soit pour fixer les idées, z z= sinanijc, et afin de mettre 
en évidence dans ç(.r) le numérateur et le dénominateur, 

employons l'expression ;: = -^ — ^ — [-, qui conduira évidem- 
ment au dénominateur ©""[x], de sorte qu'on pourra écrire 

Cela posé, ayant 

&"[x + i}/i) =Q''"{x), 



' ^ . 



— 27:— -'x -T- t'K') 

e''"{x + ■2.ili') = Q'"{x)e ^" , 

la relation 

<\>{x)=ita[x)Q-"[x] 

donne immédiatement, en ayant égard à ce que o[x] admet les 
périodes 2K, 2/K', ces deux conditions 



4)(x-!-2K) =3:<E>(:c), 



\'i>{x-\-oAK') = ^^{x)e ^ 

Or on peut satisfaire à ces relations, et de la manière la plus 
générale, en n'employant, bien entendu, que des expressions 
entières, si l'on fait, en désignant par A un facteur constant, 

<l(^)=: AH(^ a,)H(^ — Cf..). . .ll[x — «2.,). 
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Effectivement, on véritiera, à l'aide des équations 

B.{ se — (/.-]- 7.K) =: — H(x — a), 






H(^ — a H- 2 «K' ) = — R{x—y.)e 
qu'il suffit pour cela de poser la condition 

a, -f- a2 -f- . , . H- a2n = O. 

Les quantités y., , «2, • • • , «in-i restent donc arbitraires, ainsi 
que le facteur constant A, et il est aisé d'établir que la fonc- 
tion entière, la plus générale qui satisfait aux relations (i), ne 
contient pareillement que 9.n constantes arbitraires. 

Soit en effet 



( -^ } ^ ^n 



m^^ — 00 



ou plutôt 



nr iTTX 



la seconde des relations ( ; } donnera la condition 

am+2.-z --= C(„, , 

ce qui ne laisse subsister dans l'expression de *(ar)queles 
2 71 constantes «„,«,,..., «2„_i. 
Nous pouvons ainsi poser 

AH(^ — a,)H(:r — a,)...H(^ — a,„) 



(i) <i[x) 



&"{x) 



et celte équation remarquable aura également lieu en prenant 
pour ç(x) la fonction déduite de 

en faisant z =. cosam^r et 2 = Aam^. 

Maintenant, une analyse toute semblable donnera, à l'égard 
des trois fonctions oi(x), ç?2(^), ç>3(^), les théorèmes suivants 
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OÙ A,, A:, A3 désignent des constantes, savoir : 

, , A,H(x — ai)H(^ — a,)... H (a- — a,„+, ) 
<p,(:r) — 



0-"+'(a:) 




A2H,(^ — a,)Hi(^ — a^) 


. .H,(^ — aj„4.|) 


~ &-"+'{x) 




A3©i(^ — a,)©,(^— a,). . 


. 0,(0: — «,„+,) 



et l'on aura encore entre les quantités a la relation 

«1 -h K.. H- . . . + ajn+i = 0. 

C'est dans la conséquence que nous allons en déduire (jue 
consiste, à proprement parler, le théorème d'Abel. 

Nous partirons à cet effet des équations relatives à ç(^) et 
o,(.r)où ligure la fonction lî{x) qui s'annule avec x et met 
ainsi en évidence les racines des équations (p(^) = o, 7, (:r) = o. 
En particulier, considérons la fonction cp(^), où trois cas diffé- 
rents se présentent et correspondent à 

z = sinam^, 
z = cosam^, 
z = Aam^. 

Les polynômes F et F, introduisant 211 constantes, on pourra, 
ayant pris égal à l'unité le coefficient de z'", déterminer les 
2« — I autres coefficients par les équations du premier degré 

Cela fait, la relation (i) nous montre qu'on aura encore (j>(^):=o 
pour x=: y.-in, c'est-à-dire d'après la condition posée entre les 
quantités a 

X=^ — (a, -h a, -1- . . . -h «:•«-! ). 

Cr le produit 

>(--.) + ^.F,(.^,][F(.')-:iizF,(=.)] 

donne dans les trois cas que nous avons à considérer un po- 



* 
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lynùme entier de degré ^n et ne renfermant que des puis- 
sances paires de z, car on a successivement pour 

z = sinam^ (-^Jz=(i — z')(i — 7,^:;'), 

2 = cosam.r (^ =[^ - z'-){h''- -^l-^z'), 

z = Aam^ (gy=_(,_-)(/,':_^.). 

Dans le premier, ce polynôme, décomposé en facteurs, sera 
donc 

(s- — sin'ama, )[z^ — sin^ama^}. . [z"- — sin^amaz^,-, j 
X [;' — sin'am ( a, -4- aj -i- . . . -f- a,„_, jj, 

dans le second 

[z"^ — cos'amai;(z= — cos^amaj). . .(2' — cos-ama>n_,) 
X[-- — cos-am(«, -;- a, -f- . . . -f- ao„_,jj, 

cl enfin dans le troisième 

{z'' — A^ama, )(r= — A-amaj). . .(2'— A-ama:„_,) 

X[^- — A'am(a,4-a2 + . . .^ a2„_,)]. 

Les identités que nous venons ainsi d'établir donnent un 
résultat important lorsqu'on y fait ;j = o. Si l'on désigne en 
effet, suivant les trois cas, par L, M, N, le terme qui ne con- 
tient pas z dans le polynôme F(2'), on obtiendra les relations 

sinam(a, -(-a,-f-. . .-1- «^ 



C0Sam(a,H-3:2 4-- ■ • -T- OLin-\) 



Aam(a,-+- a,-!-. . .H-a2„_,l = 



sinama,snîania2. . .smama2„_, 
dzM 

— f 

cosama, cosama^. ..cosama2«_, 



Aama, Aama... .Aama, 



Des conclusions toutes pareilles seront données par la fonc- 
tion 

, , . T-/ . n V c?sinamx /-, . , 
cp,(a;j=smam^F(sm'am:r) -\ , /(sm^am.r), 
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OÙ F et /inlroduiseni 2 71 4-1 constantes arbitraires. En pre- 
nant encore égal à l'unité le coefficient de la puissance la plus 
élevée dans F(:;') et déterminant les autres coefficients par les 
conditions 

©i(a,) = o, a),(a2) = o,. . . , (p,(a,„) = o, 
on aura 

''l'/sin am .5c\ ■ 
sin'am^F=(sin-ama:)— f -^ — /-'(sin^am^) 



dx 

^=(sin'am;r — sin'ama,) (sin-am^ — sin-ama2)...(sin'amar— sin-ama.„ 
X (sin-anr^ — sin-am[ai-ha2-i-. . . -i-a,„]). 

Ce second théorème donnerait la valeur de 

sin'am ( x, 4- az -h . . . -i- a,„), 

où figure un nombre pair d'arguments, mais le premier a 
l'avantage de conduire en même temps à l'expression de 

sinani(a, -h «2 -"- • .-f-a.„_,), 

COSam(a| ~.~ a. 4-. . .4-a,„_,), 
Aam ( a, 4- a2 H- . . . 4- a.'«-i ), 

OÙ il importe peu que le nombre des arguments soit impair, 
car rien n'empêche d'en supposer un égal à zéro. Une dernière 
conséquence à cet égard nous reste encore à établir. Observons 
que les équations 

ep(ai)=o, (f.(a,) = G, . . . , ç(a.,„_,) = o, 

OU, pour abréger, 

déterminent pour les coefficients de F et F, des fonctions ra- 
tionnelles, dans le premier cas, pour :; =: sin am x, de 

^sinama, 
smama, et ; = cosam a, Aama/; 

ci OLi 

dans le second, pour z = cosamx, de 

d cos am a, 

cosama/ et ■ 7 ^ = — sinama, Aama,; 

a ai 
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dans le troisième enfin, pour s .-= Aama,, de 

d^ am y.i , . 

A am y.i el -, ~ — A - sni am a, cos am a,. 

dv.i 

Telle sera donc 'k\ forme des quanlilés que nous avons tout à 
l'heure désignées par L, M, N, et par suite des valeurs elles- 
mêmes de 

sin am (x, -'- aj -i- . . . -h a,„. .,) , 

COSam(a,-!-a,~. . .-7-x,„_,), 

Aam (a, -I- ao-;- ... -h y-:u-<)- 

Quant au double signe, il suffira pour le déterminer d'un 
cas particulier; nous allons en donner un exemple. 

II. — Formules vonr l'addition de deux armiments. 

1 a 

Nous appliquerons les théorèmes précédents au cas de trois 
arguments a», a, et as, en supposant le dernier égal à zéro, e- 
nous prendrons 

dz 

? (^) = (2* + az- -^ ^) -^ ^^ -J^.' 

On remarquera alors que, dans le cas de z ---- sinamx, l'é 
quation fondamentale a cette forme 

(;*-!- az-'^rby — c^z-[ -j- j =s=(:î= — sin^ama,)(s=— sin'ania,) 

X {z- — sin^ am (a, -!- y.^), 

de sorte qu'on doit déjà poser b — o. Si l'on supprime dans 
les deux membres le facteur 2-, el qu'on fasse ensuite z — - o 
on obtiendra 

sin am (a, -- y..) = -r 



sin amai smama. 
Cela posé, les équations o(ai) = o, o{y.-,) = o deviennent 

sin^ am y., 4- a sin am a, n- c cos am ai a am a, = o, 
sin^ am y., -f- «sin am aj -f- c cos am a, A am a, = o. 



J 
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d'où 

c sin-anic^, — sin-amc/;, 

j)iii ama, sin am y.., sinama, cosamaj ^ ani a.^ — sin am k., cos aiiiK, dama, 

valeur qui se réduit à sin am a, pour 0^2= o, de sorte qu'on doit 
prendre dans la formule le signe supérieur. 11 vient ainsi, en 
multipliant les deux termes de la fraction par 

sin am a, cos am a, ^ am xo -i- sin am z^ cos am a, A am a, , 
et supprimant Iiaul et bas le facteur sin'ama, — sin'ama,, 

, . sinani 5c, cosaniK, A am K.-t-sin am a.cosam a, Aam K, 

Sin a m (k. -t- r. ) r^ ■ ^^ : — : — ' ^• 

s — A- SUT am a, sin-am a.. 

Dans les autres cas où 2 = cosam.r et ^ = Aam;c, l'équaliou 

, dz 

z^ -i- az- 4- -'- cz -j— = o 
dx 

admet la racine 2 = 1 qui répond au troisième argument sup- 
posé nul. On doit donc faire 

z' ->r- az- -{- b = {z' — 1 ) (32+ m), 

ce qui conduit, pour z — cosam^, aux équations 

cosama, Aama, 

cos^ am a, + m + c : = o, 

SHi am a, 

cosamaj Aama, 

cos- am 7. . -h m -;- c ^ = c, 

smaniaj 

et à la valeur 



cosam(a, -T- a.) 



cosama, cosama. 



de même pour .-r=: Aam:r, on a les relations toutes sembla- 
bles 

cos ama, Aama, 

A*ama,-i- m -■- c : = o, 

sm am a, 

cosama, Aama, 

A' am a. -H m - 1- c ■. =^ o, 

smama, 

Aamfa, -I- 7.;) =■ 



Aama, Aama, 
Uu calcul entièrement analogue à celui qui concerne le sinus 
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donne les formules suivantes : 

, . cosamy, cosamo^, — sin am «, sinami^. A nm ;/:, A amo^, 

cosamfK,-r-aJ — ',. . . — :—, = ! :, 

I — A'sin'am a, sin- am K, 

Aama, Aama, — A-sinam a, sin am(/„cosain a.cosam «. 

A am [ry -f- a, ; = — :^ ■ r-z — ■ '-• 

I — A siii- am a, sin- ara a. 

Les trois formules que nous venons de déduire du Ihéo- 
rènne d'Abel sont nommées à juste titre fondamentales, car 
elles suffisent pour définir complètement les fondions sinam^c, 
cosam^r, Aam^. On peut voir dans les premiers Mémoires 
d'Abel, et postérieurement dans les travaux de Gudermann, 
l'un des meilleurs auteurs qui aient écrit sur la théorie des 
fonctions elliptiques, comment elles donnent la double pério- 
dicité, puis les expressions de sinam(/i^), cosam(/z^), 
Aam(«:r), où n est un nombre entier quelconque, d'où l'on 

déduit, en remplaçant x par - i et passant à la limite pour n 

infini, les expressions analytiques sous forme de quotients des 
séries et H. Nous y joindrons les suivantes, qui s'en dédui- 
sent immédiatement, savoir : 

. sin ama.cosam a, Aamo', — sin ama.cosamK, Aam k. 

sin am (a, — a.) = ■ ,. . . ' ^^ ■' » 

I — A'sin-ara k, siii'am v.^ 

. cosama, cosama.-f-sinama, sinama, Aam «, Aamç!. 
cosam'^a, — aj; = = ' . . ■ . 



Aam(a, — a. 



I — A-siii-am a,sin-amaj 
Aamy., Aam-/.-(-A'sinama,sinama2C0sam aiCOsamc, 



I — A^sin'am y.,sinam«j 

Par voie d'addition et de soustraction on en conclut 

asinamx, cosama^Aama, 
1 — /('sin^ania, sin^amaj 

acosama, cosama, 

1 — k' sm- am a, sni- am a. 

aAama, Aam y.-: 

1 — /i-sin'aniKi sin'amaj 

2 sinama. cosama, Aamx. 



sinam (a, -;- a.] -h sinam (z. — a) 

i 

cosam (a, -r a.) -h cosam (a, — a.) = 
A am (a, -h a,) -t- A am (a, — aj) = 



î sinam (a.-i-aî) — sinam {x, — x-,):^ 
\ cos am (a, — a,) — cos am (y., -f- a.) = 



I — /î-sin^ama, sin^amaj 
2 sinam a, sinama^Aama, Aama^ 



A am (a, — y.,) — Aani (a, + y.;) 



I — /i^ sin^am a, sin^amaj 
2/(-'sinama,sinama2C0samaiC0samz 



\ \ ■ --j > ' ■-/ j — /,^sin-ama, sin-am xj 
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Les trois dernières équations, en faisant 

a, -4- a. = X, a, — y.:,= a, 

conduisent à déterminer toutes les valeurs de x, qui donnent 

sin am x =- sin ani a, 

cosam^ — cosam«, 

Aani^ ^ Aam«. 

Ainsi, dans le premier cas, on reconnaît que toutes les so- 
lutions sont données par celles des équations 

X — Cl 

sinam =: o ou co , 

X H- a 
cos am — — = 0, 

X -\~ a 
Aam ^ o. 

2 

On en conclut immédiatement, d'après les formules données 
page 384 pour les racines des équations 

0(x)r=o, H(:r; = o, &,[x) — o, \\^[x]=.o. 

qu'on a 

/ ^' := « -4- 4 w K + 2 m' rK', 

( jr =: « -I- (4 /?i -f- 2) K -h 2 m' i K'; 

de même pour 

cosam^ = cosama 
on obtiendrait 

X =z. ±i a -\- u^mY>. -\- [^ m' ilsJ, 
^ = li: « 4- (4 'w -i- 2)K -{- (4 m' -I- 2) /K', 
ou plus simplement 

^ = ±: rt + 2 m ( K -{- /K' ) -h 4 m' / Iv', 
et pour 

Aamx = Aam«, 

%• --- .±: a -f- 2mK + 4»^'/îv.^ 
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Dans ces formules m et m' désignent des nombres entiers 
quelconques, positifs ou négatifs. 

Les formules pour l'addition de deux arguments donneraient 
lieu à beaucoup d'autres remarques; je me bornerai ici aux 
résultats relatifs à la duplication et aux valeurs que prennent 
les trois fonctions lorsqu'on suppose l'argument égal à une 
demi-période. Les premières découlent des formules fonda- 
mentales, qui donnent immédiatement 

asinamacosama Aama 

sm am 2 y. = ; — : > 

i^ — /r'sin^ama 

I — asin^ama-r- /r'sin^ama 



cos am 2 a 



Aam2a 



1 — /rsin^ama 
I — 2 /(" sin'am a -h /r' sin* am v. 



I — /,-sin*am« 

et on en déduit les valeurs suivantes, qu'a données Gudermî.nn : 

K I / . /K' i 

smam — = . smam — — — =•> 



2 



s/T+7/ l 2 ^jf 



Aam 



{ 



K h' i¥J i 

cos a m — = — .. < cosam — = ,. -^1 

K. /-T-T I lis. I ;' 

Aam —=:\/fi'; Aam — =ziJi~/,-; 

\ 2 ^2 

smam — iH zK' ]= , smam Kiiz — = -=? 

2 ; s/i—h-' i V 2 / yji> 

icosam {—-~iK']=~ii/ —;^pi tcosam ( Kdz — ) — -f- 'i/ -^— ; 



dz Hv') = zp i \/k' ; [ Aam (k dz — ") == y/i — /r 



smam 



cosam(^ j = (i_^Oy^J 



Aam 
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m. — De la mullipUcalioii des arguments. 

Ce point important de îa théorie des fonctions elliptiques 
est si intimement lié à la théorie de la transformation, dont 
nous ne nous occuperons pas ici, que nous devons nous borner 
à l'indication d'un petit nombre de résultais. 

En premier lieu, soit n un nombre pair, et posons 

/» = — 9 
2 

on aura 

r.inamj:-)- A'sin'amjT-r- . .-t-Csin'"'""'^ am^ 



sinam(Hx) :i-:ncosamx AaniJ.' ' 



( — I j^ cos am ( nx ) = 

II 

[--i)'-\ am ( nx ) 



1 -I- Asin- am-c -r- . . -r-H sin "am x 

I + A', cos- amo: -h . . -f- H', cos""amx 
I -i- A,cos-am^ -t- ... -h H, cos^^am:?; 

I -h A', A= am ^ -h . . .H- H' A"" am .r 



I -t- AjA'am^ -^ . . . -\- H2A""ama; 
Soit en second lieu n impair et faisons 



on aura 

sin am x H- «'sin'^ amx h- . . . -!-/i'sin""+' ain .-> 



suîam(«^-j = n 

cosam(«^) — .1 

Aam(«.r) ^^ .i 



I H-asin='am.r-r-. . , 


-^ /isin^"ama: 


cosam:rH-«', cos^am^rH- 


. . H-/i', cos2'«+'am^ 


1 + «,cos'am.r -i-. . 


- /iiCos^"'ama; 


Aamx H- a^ A^am^r -y- . . . 


-h /i',A^'"+'am.r 



I -r- «: A^ am x-^. . .-r- lu A"" am x 



Tous les coefficients dans ces diverses formules sont des 
fonctions rationnelles et entières de //% et Jacobi a donné pour 
leur détermination dans le cas où n est impair, le théorème 
suivant. 

u U P 

Soit sin am:c ^ -— , sin ïxn\{nx) -- — = et U :i^ — , P et O 
sic slli V 
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éiani des i}ol:jnômes entiers en ii; si l'on fait 

/(' 

ces deux polynômes satisferont à l'équation linéaire aux diffé- 
rences partielles que voici : 

u- lu- — 1 1 irz -+-(«' — i)(y.u — lu^) -i— 
' du 

Sur les fonctions de secoiide et de troisième espèce. 
On y est amené par la considération de l'intégrale 
F(sinamx, cosam:r, Aam;r)<:/.r, 



/' 



où F désigne une fonction rationnelle quelconque et oui va 
maintenant nous occuper. 
Soit, comme précédemment, 

u =: sin am x, 
f = cosam5;, 
a-^iz Aamx. 

On reconnaîtra d'abord qu'elle peut être réduite à la forme 

i ( A — B 4/ -:- C(v 4- D vw ) dx, 

où A, B, C, D sont des fonctions rationnelles de la quaniiie <i. 
H en résulte que la première partie 



ï^ 



Kdx 



demande seule un examen attentif, car à l'égard des deux sui- 
vantes l'intégration s'effectuera par les règles relatives aux ra- 
dicaux carrés du second degré, en prenant u pour variable in- 
dépendante, et la dernière se trouvera même ainsi ramenée 
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aux fonctions rationnelles. C'est donc seulement dans l'expres- 
sion / Xdx que l'on peut s'attendre à voir résulter de l'inté- 
gration des fonctions nouvelles, cl que les considérations 
suivantes vont mettre effectivement en évidence. 
Soit 



rf el -if désignant des polynômes entiers; en multipliant par 
^{ — u) les deux termes de la fraction et faisant 

on décomposera l'intégrale proposée dans les deux suivantes, 

J 'i'(«) ' J ^iu^-) ' 

dont la seconde se ramène encore aux radicaux du second de- 
gré, puisqu'en faisant u^ =■ t elle devient 

■^ J "^''in' s/{i-t){i-lrt)' 
Il y a donc seulement lieu de s'occuper de la première, qu'on 

fera dépendre, en décomposant en fractions simples ~ — -, 

Y ( "^ ) 
de ternies tels que 

1 lÛ"dx, 1 ; , 

OU bien 

lû" du C du 



■ 



v/( I — u')[\ — k'iC- ) J {i — ociû)P \J{i — u'){i — X-' II- ) 

et ces termes sont eux-mêmes réductibles, comme on va voir, 
aux cas les plus simples de n= i, p=: i. 

Lacroix, Cale, dijf., II. 20 
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Parlons en premier lieu de la relation 
du"' . 



-^ = mu'"-^ v/(i — «^)(i - k'n'), 

qui différenliée donnera 

(/' II'" 

—~ = m ( m — I } u'"-'' — m^ ( 1 + h^ ) W' -f- m ( /n -h i ) A ^ u'"-^K 

En intégrant par rapport à x les deux membres de cette équa- 
tion, on trouvera cette formule de réduction 

du"" , , r , , r , 

-—- z= m{m — I ) / H'"-- dx — nï^ ( i -- A^ ) | W" dx 

-^ m [m-T- i)Ii^ I u'"-^-dx, 

qui montre comment de proche en proche on ramènera l'inté- 
grale proposée ou m = 2 n, aux seuls cas de w = o, 7^ = i . 

Le premier donne un terme proportionnel à la variable, et 
c'est le second qui conduit à un nouvel élément analytique, 
dans la théorie des fonctions elliptiques. 

En introduisant comme facteur constant le carré du module, 
nous poserons 



>)= Ç /<'sin 



"^avLVxdx, 



ce sera ce que l'on nomme et ce que nous appellerons doré- 
navant \^ fonction de seconde espèce. 
Partons en second lieu de la relation 



— 2 » — 3 ) I H : r I , 

, .Jr- r dx 



2j/J- 
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qu'on trouvera identique par la différentiation. Il est clair que 
de proche en proche, elle fait dépendre le cas le plus général 
des trois suivants où l'on suppose /? = — j, p = o, p=i. Le 
premier nous ramène à la fonction de seconde espèce, le se- 
cond donne un terme proportionnel à la variable: c'est donc 
seulement le dernier qui met encore en évidence une fonction 
nouvelle, que nous étudierons sous la forme 



au lieu de 



En faisant 



m 



f 



\ w clx 



dx 



I — a u' 



a -- /r^sin^ama, 

t i da. , . 

A = — j- h- SHi am a cos am a A am a, 
2 da 

nous poserons 

'" /( = sin anirt cosam« Aanirt sin'am^.rf^ 



n (.r, rt}= / 



I — h^ sin^am a sin' am x 



et cette expression sera désormais pour nous la fonction de 
troisième espèce. 

i. — Expression par (d{x) des fonctions de seconde et de 
troisième espèce. 

Nous avons précédemment établi la relation suivante 

, . , 1 1 T» f/sin am^- 

sm am x { sin- am o^ + A ) + B 

dx 

^ pH(^ — ai)H(x — aj) H(^- — aj) 

-^ ^^) ' 

OÙ les coefficients A et B s'expriment par a, et aj en posant 

, . , 1 , T^ f/sinama, 
sniama,(sm'ama, h- A)-f- B -, =: o, 

rf a, 

, . , 1 s T. <^sin amaj 

sin am a2(sm'am a^-j- A)H-B = o. 

a a] 
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Soit 

«1 = — y..i=z a, 

et par suite 

-3=0; 
d'après la condition 

'^1 + «7 + ^3=0 

on trouveia 

B ^= o, A = — sin'am^/, 

et par conséquent 

smam:i:(sni'am.z- — sm'am«j =^t. — ^ — —, — ; — ^ — 

^ ' &{x) 

Déterminant C en faisant x = o, il viendra enfin 

0^(o)H(^H-fl)H(x — a) 



sin' ani x — sin^ am a 



h e^x)0'{a) 



Cette relation importante prend, si l'on change a en a 4- iK', 
celte nouvelle forme 

, . . , (r>^n)e(X'~-a)e(x — a) 

î — /( * sin am a sm* am x = — ^ — 7-^^ ' , 

{x]Q^a) 

h laquelle on parviendrait encore d'une autre manière en em- 
ployant l'identité 

i Hix-i- a)l{{x — a) . , . . , 

r — -, — ; r = sm am ( X -j- a) sm am { jc — a) 

sin'am x — sin-am a 



1 — A"' sin'am a sin' am x 

Elle donne, en prenant les logarithmes de deux membres, 

log(i — /r'sin'amflsin'amjî)=:log0-(o)-l-log0(^-i-<7) 

+ log &{x — a) — 2 log [x] 
— 9.log 0(«), 

cl de là on tire immédiatement, en différentiant par rapport 
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a et en inlégranl ensuite par rapport à x, 



£ 



/i ' sin am a cos am a A am « sin' am :rc?^ 

— ;— : = n ( jr, a , 

I — /f'sin^amasin'am^ 

©' ( rt ) i , eix — a) 



0(«) 2 ^Q[x-\-a) 



c'est l'expression anal^'lique découverte par Jacobi de la ['onc- 
tion de troisième espèce. En divisant par a et supposant en- 
suite « = o, on en déduit 

' /(^sin'am^f/x=:: Z(.z-) 



®'[x) 
e{x) 
où l'on a posé 

I — iq -\-2.q* — 2^''H-2y'8 — . . . 

c'est l'expression donnée également par Jacobi de la fonction 
de seconde espèce et qui va nous conduire aisément à ses pro- 
priétés fondamentales. 

II. — De la fonction Z{x). 

La première de ces propriétés est de n'avoir qu'une seule et 
unique détermination pour toute valeur réelle ou imaginaire de 
la variable. C'est aussi ce qui résulte directement de la consi- 
dération de l'intégrale / h- s'm^am zdz. En effet, pour l'une 

Jo 

quelconque des racines de l'équation 



savoir 

z = 2 «i K -H ( 2 m' H- I ) / K', 

le résidu correspondant de Â^sin^amz, c'est-à-dire le coeffi- 
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cienl de - dans 

/i^sin^am [2mK-i-(2m'-T- i) /K'+ s 



biii-ain 



s'évanouit, carsin^ame ne contient que des puissances paires 
de c dans son développement. L'intégration, quel que soit le 
chemin décrit par la variable z, ne donnera donc qu'une seule 
et li nique détermination. Nous pouvons ainsi poser sans aucune 
ambiguïté, en adoptant les dénominations de M. Weierstrass, 



: / /<^sin 



i3'= I 



^amxdx, 



/(^sin-am xdx. 



Ces quantités se nomment les fonctions complètes de se- 
conde espèce et sont liées à R et R' fonctions complètes de 
première espèce par la relation que nous avons déjà men- 
tionnée : 

KJ'— R'J=- 

2 

et que nous allons maintenant démontrer, 
A cet effet, faisons successivement 

2 = K, 
z=R-:-/R', 

dans l'équation fondamentale 

La première substitution donnera loul d'abord 

car on a 

0'(R) = o. 
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Pour la seconde, nous partirons de la relation donnée p. 384: 

et d'où l'on lire : 

loge, (:r-i-iK') = logH,(^)— ~(2^4-iK'), 

En différenliant par rapport à a:, on en déduit 

0', (x^-iK) _ H', («-) _ _/77 
0,(x-^iK') ~ H, (x) 2K* 

Maintenant si l'on fait x:=o, la dérivée de la fonction paire 
H,(^) s'évanouissant, il viendra 

e\{iK') _ Q'{K^-iK') __ __Jji 
0.(/K')~ 0(K^iK') ~ iK' 

On en conclut 

2 K 

et par conséquent 

ce qui donne la relation annoncée en remplaçant <; par^p. 

Ces quantités J et J', lorsqu'on suppose le module k réel et 
moindre que l'unité, s'expriment par les intégrales reclilignes : 



^^Jo sj{i—x^]{i~k'x^)' 

I 
y __ Ç li^x^dx 



k 

sJix'— i)(i —k'x') 
et l'on a, comme pour K et K', ces deux séries : 

2 

J'=JlogiH-,-(J-JÏ,)-3^(J-J^)_^(J-J3). 
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en faisant : 
^ I ,, 3 fiYj 5 fi.Sy j 7 /i.3.5\' , 

j = L /,'-i4 f - V /.' + . . . - î^i^ /'^.^...^«^sy ,„._, 

" 15 4 \2/ 27? 2\2.4...2/l 4/ 

I .3...9.7Î 3\ - ,^ 

2..^. ..in 2/ 

Voici maintenant la propriété de la fonction de seconde es- 
pèce qu'on doit regarder comme caractéristique et qui justifie 
son introduction à titre de nouvel élément analytique dans la 
théorie des fonctions elliptiques; elle consiste dans les rela- 
tions : 

Z(ar-^2K) = Z(x)^2j, 

z {jc -h 1 iii' ) = z[x) -h 1 (y . 

Ces relations qui découlent immédiatement des équations fou- 
dameniales : 

0(^H- iK) = e{x), 



@{x -\- '2iK') = — Q{x)e 



k 



en en prenant les dérivées logarithmiques, donnent en effet 
la notion d'un nouveau genre de fonctions qui, étant uni- 
formes, se reproduisent avec l'addition d'une constante lors- 
qu'on augmente l'argument des quantités 2K et 2zK'. Plus 
lard on verra le rôle et l'importance de ce caractère qui n'est 
plus la double périodicité, mais qui s'y rattache d'une ma- 
nière étroite. 

On y parviendrait d'ailleurs encore autrement, en partant de 
l'équation 

Z (a.- + rt ) = Z (^) H- Z (a) -f- /i ' sin am x sin am a sin am {x -+- a), 

c'est-à-dire du théorème de l'addition des arguments dans la 
fonction de seconde espèce, que Jacobi démontre comme il 
suit. 
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Différenlions par rapport à x l'équation 

U{x, a) = a: , / -f- - log ^ ' 



@{a) ' a "©(^7f-«)' 



il viendra 



/i'sinam<2C0sam/î Aanirtsin'am^ 
I — It- sin'ani n sin' am.r 

&'{a) ^ &'{.v — a) i&'{x-A-a) 

@{a) i@{x — a) 2 ©(^H-rt) 

-r — Z(rt)-4- -Z{x-ha) — -Z{x—a), 

d'où, en permutant x et a, 

//^sinam^cosam^Aam^sin'amrt 
I — /i'sin^ani a sin^am .r; 

— —Z{x)-\--Z{x -]- a)-i--Zix -■ n); 

or ces relations ajoutées membre à membre donnent 

/i - sin am a: sin am a sin am ( ^ -h a ) 1= Z ( ^ -t- rt ) — Z.{x) — Z{a}. 

JII. — De la fonction U{x, n). 

On considère comme l'une des plus belles di»couvertes de 
Jacobi colle expression de n {x, a) où figurent deux quan- 
tités, l'argument x et le paramètre a, par la relation 

&'{a) 1, e(x — a) 
n .r, a) —. X —^ + - log -, -;, 

dans laquelle n'entre que la seule fonction avec sa dérivée. 
Il pourrait même paraître inutile, à cause de la simplicité de 
cette expression, d'introduire avec une désignation spéciale et 
comme un élément analytique propre la fonction de troisième 
espèce. Cette désignation cependant est consacrée par les tra- 
vaux de Legendre qui ont précédé la découverte de Jacobi, 
et nous l'emploierons dans les énoncés des propositions sui- 
vantes. 
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A. — Echange de l'amplitude et du paramètre. 
L'équation fondamentale donne immédiatement 

, " , ^ ©'{a) @'{x) 

nix.a) — nia, x) = x — j—i — a — 7 — f» 

ou bien encore 

ll{x,a) — n{a, x)=^aZ{x) — xZ{a) 

en introduisant la fonction de seconde espèce. Cette propriété 
peut être établie directement et étendue aux intégrales d'ordre 
supérieur par la méthode suivante qu'a encore donnée Jacobi. 
Soit ç(.r) un polynôme de degré quelconque en x et 

V 1 sfôcidx 



:,a)= j 



{x — a) sf^ 



la différence F(^, «) — Y[a,x), ou bien la somme des inté- 
grales 

JÇ' sjoadx r sj'axda 

[x — a)\jv^x Jo {x — rt)v/çp« 

peut être remplacée par l'intégrale double 

Ç" r^ dxda n<f'x-\-(f'a){x — a)4-2y« — -l'sxl 
Jo Jo \,/^s^Z7il 2(x — ay J 

Or on trouve aisément que la quantité placée entre paren- 
thèses est une fonction entière de x et de a, de sorte que l'in- 
tégrale double se ramène à une somme de produits tels que 



JÇ''a'"da ^ r x"dx 
o \/f« Jo \/«p^ 



Le cas des intégrales elliptiques résulterait évidemment de 
là, en posant 

tfx^x{i — ^){i — fi-x) 

et prenant pour variables x et a, les quantités . ^ . 

ft sin cl m jC 

et sin-am a. 
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B. — Des fonctions complètes. 
Supposons successivement dans l'équation précédente 
n ( ^, a) — X\.[a, x)=^aZ{x) — ^ Z ( « ), 
^:=K et :r = K-^/R'; 

en observant qu'on aura 

n(rt, K)=:o, 
n(rt, K-f- /K')== o, 
on en conclut 

n(K, rt) = «Z(K) — KZ(rt) 
= a J — KZ ( rt ) 
et 

n (K + i K' ) — n ( K) zrr m J' — « K'Z («). 

Telles sont les valeurs des fonctions complètes ou bien des 
intégrales définies 



n(K)=r 'l 

t/o 



V^ sin am a cos am a a am a sin' am xdx 



=i 



I — k- sin^am a sin^ am x 

n(K+iK') — ii(K) 

"^' /r^sinanirt cosam«Aam«sin*am^f/:r 



I — /i^sin^am«sin^am:r 



Si pour un instant on les désigne respectivement par H et iW , 
on aura les relations 

ii{x + 2K, fl) = n(^, «)-i- 2 H, 
n(^4- 2iK', «) = n (:c, a)-i-2/H' 
et 

Kn' — nK' = 

2 

Mais nous observerons, à l'égard de la fonction de troisième 
espèce, que l'intégration introduit, en modifiant le chemin 
décrit par la variable, un multiple entier positif ou négatif de 
îr y/ — I, de sorte que ces relations n'ont lieu que pour certains 
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modes d'inlégralion, tandis que les relations analogues relati- 
vement à la fonction de seconde espèce n'exigeaient aucune 
restriction de celte nature. 

C. — Addition des arguments. 

Considérons, pour fixer les idées, un nombre impair d'argu- 
ments a,, a., ... , a.„+,, liés par la relation 

a, -t- y-, -h ... H- a2„+, = G ; 

l'équation fondamentale 

n{x,a)=zx — 7-f + - log— ) [ 

' e{a) 2 ^e{x-\-a) 

donnera 

n(a,, «)H-n(«2, «)-+-... -hn(aj„+,, a) 

■^i ©(a, — «)©(a2 — n) . . . e {y.:n+i — «) 

~ 2 °^ ( a, -h « ) ( a, + rt ) . . • © ( a,„+, -j- a ) 

Cela posé, je dis que la quantité sous le signe logarithmique 
s'exprime rationnellement par 



(A) 



sin am cz, , sin am a, , . . , sin am «2„+, , 

Dj^ sinania,, B,^ sinama,, D^,,,^, sinama,„+, 



Rappelons à cet effet qu'en désignant par /(x) etf^ {x) deux 
polynômes entiers en x des degrés n el n — i et faisant 

ç ( :c ) = sin am xf{ sin^ am x) -{-Bi sin am xf^ ( sin' am x), 
nous avons obtenu (p. 43 1 ) la relation suivante 

AH (.r — a,) H (^ — a.). . . H (.r — a,„+,) 



?(^: 



0"-^'(:r) 



où les coefficients des polynômes / et /, doivent être déter- 
minés par les équations linéaires 

Ç)(a,)=^0, &(hj) ^ G, . . . , ç.(a:„) — G, 

et sont des fondions rationnelles des quantités ( A ). 
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Cela posé, en changeant :r en — x, on en déduit 

AH(.r+ a, )H(^ + «,) , , . H(x + a:„+,) 

m ( X ) — — < 

et il en résulte 

'f (^) H(:r — a,)H(x — a,) . . .H(JK' — a2„+i) 



f[ — x) H(^H-a,)H(^-+-a2). ..H(;f +a,„+,} 

Or, en faisant 

.r = rt -f- / K', 
d'où 

I 

sinam^ = -, — : , 

A sinama 

„ . Dasinanirt 

DxSinam^-- -, — ; ; 

/rsin-anirt 

la quantité 

H(.r — g,) H {x — a . ) . . . H (x — ■ a,„+ , ) 

H (x-+-a,)H(x-ha,j ..H(x + a2„+,) 

deviendra précisément 

&{ n — ■y.^)&{a — g.) ..&{a — gj,,-».,) 
( « H- g, ) ( « H- g., } . . . ( a -t- g:v,+i ) ' 

Elle s'exprime par conséquent comme il a été annoncé, ayant 
pour valeur la quantité 



ama 



I r. /'_^__!____^ /DaSinamrA „ / i 

/tsinama"^ \/(^sin'amrt/ \ /rsln^am a / ^' \/r^sin' 

I ,. l I \ / DaSinamrA / i \ 

/rsinam«*^ yi^'sin^ama/ \ /i sin'ama/ •^' \/i-sin'am a/ 

qu'on ramène, en multipliant haut et bas 'par sin""+' am a, à la 
forme 

sinam «F (sin'am a) — DaSinamaF, (sin'anirt) 
sinam «F (sin^ama)H-DaSinamaF, (sin'am a) 

F (jr) et F,(jp) étant comme /{.r ) ai f^{x) des polynômes de 
degrés n et « — i en x. 
On peut donc écrire, en remplaçant l'argument a..,i^, par 
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■ — («1 4- «2-1- ... -f- «;,„), l'équalion suivante 

n(a,,«) + n(a,, «)+. . .-[-n(a,,„rt) 

= n ( a, 4- «2 -;- . . . + y.:n, Cl ) 

£ j sin amfl;F(sin^ama) — DgSinamaFi (sin'ama) 
2 ° sinamaF {sin^am«) 4- DaSinamaF, (sin'am «)' 

c'est le théorème de l'addition des arguments sous la forme 
trouvée par Abel. 

I). — De différentes fonctions analogues à la fonction de 
troisième espèce. 

D'importantes questions de mécanique conduisent souvent 
à réduire aux fonctions des intégrales semblables à la fonc- 
tion de troisième espèce et qui s'y ramènent par quelque sub- 
stitution simple; aussi Jacobi, dans son mémorable travail sur 
la rotation des corps, a-l-il jugé nécessaire de donner le ta- 
bleau suivant, qui offre la réunion complète de ces diverses 
intégrales ainsi que leurs expressions sous la forme la plus 
simple par les fonctions ©. 



f/r^sin am a cos am a a am a sin'ai 
^^ I — /('sin^amasin^am.r 

0'(a) I , 0(^ — a) 

=: X ■ ,-- H log —7 • • 

0(«) 2 ^ e[x -^ a) 



m xdx 



m xdx 
am^) 



r ' /i ^sin am a cos am a cos^ ai 
J^^ Aamrtfi — /(-sin-ama sin 

©', (a) I , (^ — a] 

= — ^ ; / log —7 • 

,, T'^tangamflAamaA^am^^.r H',(«) i, ©(-^^ — «^ 

' ' Jq I — /r^sin-amasin'am^ ii,{a) i "©(jc-i-a} 

T"^ Aamacolamaf/x H'(rt) i, e{x^-a) 

^ ■ \ ; : : = -^ ,,, ' H log —7 -• 

J^ I — /(-sm^am«sui'amar U(«) ■?. "^ e [x-ha) 

„ r"^sinamacosamaAamaf/.z- ©'(«) i, H(« + x) 

/„ sin-anî« — sm'amx e{a) -i '^ H a — X) 



C). 
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Jf sinam« cosama A^amarf/^ 
^, A am a ( sin^am a — sin^am x) 



tangî 
si 



ainaAamacos'am xdx 



8. 



sin^'am « — cos^am jc 

H',(rt) I , Wia^x) 
H, (a) 2 ^H(rt — ^) 

fAama cotama sin*am^</^ 
sin'ama — sin'amx 
H' [a) I , H [a -\- x) 



H («) 2 ° H (« — ^) 
Il nous suffira d'observer, pour qu'on puisse immédiatement 
les démontrer, que les équations 2, 3, 4, se déduisent de la 
première en y changeant successivement x et a en 
^ -f- K, rt 4- K 
a: 4- K -f- iYJ, a-\-Y^-^i R', 
a: 4- /K', rt + zK'. 
Ces quatre équations ainsi obtenues, on en tire les quatre 
suivantes par le changement de x en x-\- iW [*\. 

Des fonctions de M. Weierstrass. 
Il a été déjà remarqué que sinamo;, cosamx, Aam^, pou- 
vaient, pour des valeurs de x moindres que l'unité, être dé- 
veloppés suivant les puissances de cette variable en séries /j ^^i 
dont les coefficients sont des fonctions entières et à coeffi- 
cients rationnels de h- II en est évidemment de même de 
sin'amjt-, de la fonction de seconde espèce 



/-» X 

Z ( ^ ) = I /i' sin-am x clx. 



(*) Si Ton représente par | V xdr 1 une quelconque des huit formes de la 
^o 
l'onction de troisième espèce, Fx aura pour périodes 2K et 2iK', et les expres- 
sions précédentes s'obtiendront immédiatement à l'aide d'une expression géné- 
rale des fonctions doublement périodiques, qui sera établie à la fin de celle Note, 

savoir : F ;x) ^ C -f- S R q-^ '-:■> les quantités % désignant les racines de i'c- 

qualiori — — = o> et R les résidus correspondants de F [x). 



1 



§ i-^/ 
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de son intégrale I Z[x)dx et même aussi de l'expression 

J 

— Z{x) dx 
o 

e ; 

fx 
Z[x) dx 

les développements ne subsistent que pour des valeurs de la 
variable dont le module est inférieur à l'unité, l'exponentielle 

— ij Z(x) dx 

e 
conduit à un développement convergent dans toute l'étendue 
des valeurs réelles ou imaginaires de^. Effectivement l'équation 

o'.r 

Z(x]^='Cx 

^ ^ Qx 



donne 

— r z{x) dx 

— Q{x) 



— 1 Z{x) dx zx- 



e 



0(0) 

Voici donc une propriété bien digne d'attention de la fonction 






@{x) de se changer par l'introduction du facteur e " '^J~\ 

en une nouvelle fonction où l'argument est sorti du signe co- 
sinus et où figure directement le module h^ à la place des 

K' 

périodes et de la transcendante ^ = e . Les mêmes choses 

auront encore lieu évidemment à l'égard de ces trois autres 
fonctions: 



sin am x e 


- / Z(x)dx 


= e 


2 


-H( 

0| 


X) 


1 

7? 


cosamx e 




Z{x)dx 


— e 


2 




^^y 


J'. 



JfX 
Z(x)dx Kx^ 

o • ' 2 e,{^)jjr 
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II en résulte qu'à côté des développements périodiques 

2K^ __ I 9.\/qsmx — 7.'^q^sin 3x -\- 2y/ry"sin5:r — ... 
^ sjlî'^ — 2f/cos2^H-2<j(*cos4.a: — 2^'cos6^ — ...' 

2K^__ ^ /A_'^v/?cosa:H-2^g''cos3xH-2(/ç"cos5x- 



Vt^ 



2^cos2x-i-2^'cos4-a: — 2f^»cos6:r-t-... 

2Ka7 /T-, I +2flC0S2^-f- 2ûf^C0s4^-h209C0s6^+... 

A am = \J/i 2 2 z 1 [ 

ir i — iqcosix + 2g^cos4^+2^''cos6r-i-... 

on voit s'offrir un autre mode de représentation où les fonc- 
tions doublement périodiques sont exprimées par des quo- 
tients de séries rationnelles en^ et h\ et convergentes quelles 
que soient les valeurs réelles ou imaginaires de ces deux 
(|uantités. Abel avait entrevu et rapidement indiqué la possi- 
bilité de ce nouveau mode d'expression des fonctions ellip- 
tiques, mais c'est à M. Weierslrass que revient l'honneur 
d'avoir mis dans la science, au lieu d'un simple aperçu, une 
théorie profonde qui conduit directement à ces nouvelles 
fonctions, non-seulement dans le cas des transcendantes ellip- 
tiques, mais pour les transcendantes abéliennes à un nombre 
quelconque de variables. Ne pouvant exposer ici les principes 
dont cet illustre géomètre a tiré ces grandes et belles décou- 
vertes, nous nous bornerons, et sans sortir des fonctions 
elliptiques, aux indications suivantes. 

1. — Définition des quatre fonctions Al(^). — Équations 
diffé ren t ie lies. 

Afin de rattacher immédiatement ces fonctions aux quatre 
fonctions ®{x), nous poserons : 

~ / Z (x) dx, 

AI(x)=:e ^o 

\\{x), 

I 3111 dm u. — '■ 

(A) 





Al(^) 


cos am X 


_k\{x), 
~ X\{x) 


Aam^- 


_A1(^)3 

\\{x)' 



Lacroix, Cale, diff., IF. 2^ 
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et par suite 
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Al(:c) = e 



0(o)' 



\]{sc),=e '•^^^4, 



:b) 



Al (x); = e 



0(0) v//r 

H,(^) /F 
0(0) V /,' 






Des relations (A) résultent en premier lieu celles-ci : 

A1=(^), = A1'(^) — AP(^),, 

Nous déduirons ensuite des égalités 

— I Z{x) dx 



A\{x)=e 
A\{x 



A1(:j;) 



= sinam(^), 



deux équations différentielles, en prenant d'abord le? secondes 
dérivées des logarithmes des deux membres, ce qui donnera 

dHosA\(x) ,, . , 

^, — -^ — - = — '< sm' am x 

a{x]- 

AV-[x), 



= — /,- 



AP(^) 



el 



f/MogAl(T), d'\02,A\{x) <-/=logsinam.r 
Ix^ dx'' ~~ dx'' 



=^ II' sin-àmx — 



sin-amo; 
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d'où, à cause de l'équalion précédente, 

cl' \ogAl{x), I 

dx^ sin^am:r 

__ A\'{x) 

Voici, en développant, les équations différentielles qui en 
résultent : 

.,. . d\U{x), \d\]ix),l' , 4,v ^ 

On aurait d'une manière analogue, ou comme conséquence 
des relations algébriques. 

Ces relations importantes que M. Weierslrass tire immédiate- 
ment des équations de définition : 

ds'in amx 



dx 
dcosamx 
dx 
dMimx 



= cosam:r Aam^r, 

— sin am^ Aam^, 

— /i^sin am^cosamor, 



dx 

et par une méthode qui s'applique aux transcendantes abé- 
liennes les plus générales, peuvent alors par une nouvelle mé- 
thode conduire aux fonctions©, ou servira démontrer direc- 
tement qu'elles définissent des fonctions développables suivant 
les puissances de la variable en séries indéfiniment conver- 
gentes, et dont les coefficients sont des fonctions entières 
de /»* à coefficients rationnels. Toutefois, pour effectuer les dé- 
veloppements, on suit une voie différente et plus simple dont 
voici le principe. 

3o. 
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II. — Equations aux différentielles partielles. — Formules 
de développement. 

Une analyse un peu longue pour que nous puissions la rap- 
porter ici, a conduit M. Weierslrass à ces équations linéaires 
aux différences partielles, savoir : 

-^-^-h2.lr-x j-^-^ -\-Q.hh'^ — 77— ^-|-/,':r^\l^ =o, 

' dx' dx dh 

|c?*Al(jr)i . f/Al(x), , ,,dk\ix)^ ,,„ ,, ,, . ,, , 
I dx' dx dk 

\d^X\{x), . dKMx), .,,dk\{x), , - ,,,, , 
■ dx^ Ux dk 

Ces relations importantes sont éminemment propres aux déve- 
loppements en séries, et on en tire les formules suivantes. 
Soit, en désignant le produit i . 2 . 3 . . . /i par n ! , 



4- "• (2m) 



X' 



3; 5! (2/71+1 . 

Al(^)2 =1 — Cl — -I- C2 7-: — ... ^ ' — \)'"(Lm r — ri' ' ' ' 
2! 4- (2m)I 

Al(:rj, = I— D, — , + D2 ^— .. . -h ( — i)""©™^^--,- • -, 
' 2! 4- (2m)î 

(*) Le terme en a* manque dans ce développement, comme on le voit à 
-.x 
— / Z{x)dx 
priori par l'expression e "^o où la série en exposant commence par 

un terme en x*. 
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on aura, 

A, = ih\ 

A3 =8(/,'-h/,^), 

A, =32 (/,»+/,«) 4- 68/,*, 

As = i28(/,^ + /,») + 480 (A-* +/.«), 

As = 5i2 (/,•'+ /,•">) 4-3oo8(A' +7r«) +5400/,% 

A, = 2048 (/.'+ /r'^) + i:4o8(/,' -I- /r'») +49568 (/,« 4- /<•), 

As = 8192 (/,2 + /r") + 95282 (/,« H- /.") 4- 395520 (/.« 4- /,■">) 

4-603376/,% 
A, =32768 (/,'4-/."=) -f- 4997i2(/.'4-/<") 4- 2853888 (Â« 4-/.") 

4-5668096 (/i'4- /<-■"), 
A,0=i3io72(/,-^4-/i-'*)4-253952o(/i*4-/r'')4-i9O976oo(/,-'^ + /,") 

4-38i53728(/,-*4-/,'=) +42090784/.-'% 



B, = I + /,=, 

B. = !+/,• +4/'% 

B; = 1 +/.'■ -^9 (/,•' + /,'), 

B. = 1 + h' -\- j6 (/,-' + /,«) — 6/,S 

B5 = I + /,•'« + 25 ( /,••■• + h' ) — 494 ( /, « + k' ), 

B. = 1 -+- /r'^ + 36 ( /, = + /<'-} — 578 1 ( /, ' + /, ^ ) — , 21 84 /,% 

B: = I -+- /,''+49(/,*+/r'=)— 55173 (/,-J+/,''«)— i796o5(/,-^— /,■»), 

B.S = I +/<'«+64(/,-^+/,'*)— 5o2892(/,^+/,'-)— 2279488(/,"+A"'] 

— 3547930/,^ , 
Bs = i+/f'«+8i (/,-^+/;-'»)— 4537500 (/,^+/,")-27 198588(/,''+/.'-) 

— 59331498 (/,« + /,'«). 
B,„= I + /,=»+ 100 ( /,= + /r'^) — 408567 15 ( h' + /, '«) 

— 3i38oo8o(/,^+ /.'*) — 909015270 (/,«+/*'') — 1278530856 /,-'% 
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C,= r + 2/,', 
C3=i + 6/,^ + 8/,S 
C,= i + i2/i2-K6o/r'+32/,% 
C5=i + 2o/r' + 348/,-^ + 448/,«4-i28/,% 
Ce— I -i-3o^-^+2372A^+ 4(3oo/,«+288o/<» + 5i2Â'% 
C:= I 4-42/rH- ]93o8/,'4-5i8i6/,'=-h4jo24A*+iG896/r"' 

-h 2048/,'-', 
C8= I -h 56/*-^+ i6q32o/, '• + 628064 Â M- 757 264 /.«+ 370944 /r' 

4- 93 184 /*-'=-}- 8 192/»", 
€9=1 + 7 2 7,^4- i5i5368/i'' + 7594592 A « + 12998928/*» 

-1-9100288/,-'°-+- 2725888/r"-f- 491520/, '^4- 32768/»'% 
C,„== I -^ 90 /r'-f- 13623480 /,*-{- 89348080/, «4- 211 064400 A ^ 

4- 2i936i824/i'«4- 100242944 /r'=-[- 18450432/r'* 

4- 2506752/, "'4- 13)072/,'- , 



D. = A-, 

D, z= 2 A-' 4- A S 

D, = 32 A = 4- 60 A ^ 4- 1 2 A''4- A% 

Ds = 1 28 A^ 4- 448 A' 4- 348 A « 4- 20 k' 4- A '% 

D6=5i2A=4- 2880 A' -h 4600 A« 4- 2372 A-' 4- 3oA'» 4- A'% 

D:z=2o48A'4- 16896/f* 4- 45024/," 4- 5i8i6A» 4- ôgSoBA'» 

4-42A"-fA's 

Ds = 8i92AM-93i84/r4-370944A''4-7-)7264A^4-628o64A'» 

4- i6932oA'= — 56/,'*4-A'% 
Da = 32768 k' 4- 491520 A^ 4- 2725888 A-«4- 91 00288 A» 

+ 1 2998928 A-'° 4- 7594592/^^4- i5i5368A'*4- 72A-'"4-A-", 
D,o:= i3io72A'4- 25o6752A^4- i845o432A^-^ 100242944/'' 

4- 2 1936 1824 A-'» 4- 21 1064400 A'=4- 89348080 A-'« 
4- 1 3623480 /^'«-^ 90 A'^ 4- A'% 



Mais les équations aux différences partielles ne servent pas 
seulementàfaciliter le calcul dont nous venons de rapporter les 
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résultats d'après M. Weierslrass, elles donnent encore, par 
exemple, une démonstration facile des équations suivantes, qui 
se rapportent à la transformation du premier ordre, savoir : 

'ai (Lt, Ç\=A\{a:, k), 

h.\ ikx, j\ = /rAl (^, /r)i, 

kXilix, j\ =A1(^, /t)3, 
\ Al [hx, TJ =A1(^, k)2, 

x° 

k\[ix, h') =e* k\{x, /r)., 

a:' 

Al(/x, ,V'), = /e~Al(^, /.-),, 
Al {ix, k'),= e'^K\{x, k), 

x^ 

\ K\{ix, k')z = e'^ k\{x, k)i. 

Nous remarquerons enfin qu'en passant ainsi des fonctions 

0(^) à Al(^) qui ont perdu tout caractère périodique, les 

Al(^), Al(^). Al(x), ,^ , 

quotients . .\ , ■' -i-, , \ •> > .; \ -> se trouvent posséder la 
AI(^) \\{x) Al(^) 

double périodicité en vertu des relations suivantes, consé- 
quence immédiate des équations (B), en se rappelant qu'on a 



et 



savoir : 



J 



KJ'— K'J = -, 



k\{x-r-zK) = + Al(^) e-2J(^+K)^ 
A1(^H-2K); = — Al(^),6-^-J(^^-^^), 
Al (^ -1- 2K), = — Al (a:),e- -^(''-^^), 
Al (^ + 2R)3 = + Al (;r)3e-^J(^+'^), 
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el 

lA]{x + ziK') = — A\{x) e-2/J'(x+.K')^ 

\a1(^ + 2«K'),= — Al(^),e-^'-^'('-^'^'^ 
1 Al (X -f- 2/K')..= + Al (^).^-^'J"^"+'*^'), 
!Al(^4-2/K')3=4-Al(;f)3e-^'J'^"-^'^'). 

Développements des fonctions elliptiques en séries simples 
de sinus et de cosinus. 

Voici un nouveau mode d'expression analytique qui se dis- 
lingue essentiellement de celui que nous venons d'étudier, en 
ce que la variable est assujettie à rester entre certaines limites 
déterminées, de sorte que, ces limites changeant, la forme du 
développement doit changer également. Toutefois, comme il 
suffit, pour embrasser toutes les valeurs réelles ou imaginaires 
de l'argument, d'un nombre limité de développements et que, 
dans chaque intervalle d'ailleurs, le développement convena- 
ble subsiste quelles que soient les périodes ou le module, on 
peut présumer que l'étude de ce mode d'expression ouvrira 
également la voie pour parvenir aux propriétés fondamentales 
des nouvelles transcendantes. C'est en effet ce qui a lieu, et 
on verra même ainsi s'ofirir naturellement la réduction aux 
fonctions elliptiques de toute fonction doublement périodique 
uniforme, c'est-à-dire la proposition de M. Liouville énoncée 
p. 37g et qu'on démontrera ci-après. Mais, sous un autre point 
de vue et par le seul fait des identités entre les séries et les 
quotients de séries, on se trouve amené aux propriétés des 
nombres les plus cachées et les plus importantes, propriétés 
dont l'intérêt s'augmente même par le lien si imprévu qui les 
rattache aux transcendantes de l'analyse. Nous nous bornons 
ici à cette indication, ne pouvant entrer dans cette partie fort 
étendue de la théorie des fonctions elliptiques et qifi est liée 
étroitement aux belles recherches que la science doit à 
M. Liouville sur les fonctions numériques. 
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I. — Première méthode. 

C'est celle qu'indique nalurellemenl l'équation (') 

/ 2 K ^ \ 
( I = A (i — iqcosix 4- î')(i — 2(7'C0S2a:+ q*) 

X (i — 2g'cos2:r + q^"). . . . 

En parlant en effet du développement connu 

I cos^^ 
log(i— 2^C0S2;j: -i- (^2) = qcosix 4- 7- ^^— 

,cos6j: r,os8.r 



on aura 

I . _ I iKx 
2 



, / 2 n. a; \ 

loge ( ^ I = consi — Q,osix{q-^q^-\~ q^~\~ . . .) 



2 
cos6^ 



{q'-\-q'-^-q''-x--..) 
[q'-yq'+q'-'-^...) 



cosbjc. 



ou bien 

I , ( iKx\ qco?>-2.x q^dosix <7=cos6^ 
- log ) = const — -i i- =î— - — 4- 

ç*cos8x 

— 4(,_çsj — •••• 

On en conclut les développements des fonctions de seconde 
et de troisième espèce, d'après les relations 

0'(«) I , Qix — a) 
n{x, a) = x ~-{ -t- - log -4- -» 

r, , s ■ Q'(x) 

e[x) 

(*) FoTM p. 382. 
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c'est-à-dire les formules suivantes 

, , 2 K rt ' 

/ ^Kx 2Ka\ ^Kx 
n 



. ' 2 K rt 




, g cos 2 ( ^ -f- <7 ) ffcos^{x-i-a) 

l—(f- ' 2(l— ^*) ^ 

^cos2(^ — «) ^^ COS 4 (■a:' — n) 
2K^ V ^ / rrysin2asin2^ g2sip4rt sln4.3:^ 







Pry sin2a 
1 ^ 



g'sinôrt sin6x 



3(i-ç«) 
et 

K /2K^\__ÇK' P(/siii2.r ^ ç*sin4^ , q^smdx 



••■] 



r^/ sin 
L ' 



En différentiant par rapport à ^ la dernière, on obtient en- 
core 

/l'K^ . , iKx çK/' fer cos 2. r 2o=cos4.îi^ 
- — - sin'am - — ' , ^ -r 



çK/* r^cos2.r 2ç^co 
~ 277= L I — </' I — 



f^cos6:r ^ H 



Mais c'est à sinam^, cosam^, Aam^, qu'il s'agit de parvenir, 
elle même procédé s'appliquerait, s'il était possible de les con- 
sidérer comme les dérivées logarithmiques de fonctions dé- 
composables en facteurs ainsi que 0(:r). Or on a en effet 

, . rflogfAam^ — /icosamo:) 

k sin am x = ^j , 

dx 

.. f/Iog(Aam^-î- /Âsinam^) 
i k cos am ^ =: sj — 



dx 
c?log(cosam^ + /sinam^) 



làSiinx — , 

dx 
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et les quanliléssous le signe logarithmique s'expriment comme 
il suit: 

A am /(■ cos am 



(i — i\fqQ.o?,x-^q)[\ — ■2\Jq^cç)Sx-\-q~){\ — 2v'^*cos^-|-^*)... 

{i-{-'isjqco?,x + q){i-\-i'^q^cosx-{-q^){i-\-i\Jq^cosx-\-q')..- 

l'Kx ., . 2.Kx 
Aam h iA sinam 

7C 71- 

__(i — -isj — ^sin^ — ^)(i — -is/ — ^'sin^ — q^){i — isf — <yf*sin;r — (/')'•• 
(i-t-2v — ^sinx — q){j — ay'' — 7'sin^ — </')(i+2v/ — ^^sin^ — 'D--- 

iKx . . alv.r 
cosam hzsinam 

_ e^'' ( I — qe-''' ) ( i — q' e^'^ ) ( i — ^' e-='^ ) . . . _ 



( I — qe""' ) ( I — q^e---"' ) ( 1 — q'e'"^ )... 

de sorte qu'un calcul tout semblable à celui qui a été fait pré- 
cédemment conduit aux formules suivantes: 

fiK . 2Kx v^sin^ s/q^sinSx s/q^sinSx 

sm am = ^^^ h -'-^ ; ^^ h • . . , 

277 77 I — q I — q^ I — q^ 

/«■ K 2K:r \Jn cos X \fq^ cos3x Jq^cosSx 

cosam — ' ' ^ ' 



277 77 ' + ? I + Ç i.-\-q^ 

K 2K^ I (itùsix q'^q.os^x q^cosQx 

— Aam = -+ ^ — r+ , i +-— ,-^-+.... 

2r îT 4 1 + 9 l-t-^ l-i-17* 

Quant aux expressions des quantités 

A am X — /i cos am x, 
Aam^-h i/rsin am^, 
cos am X -h « sin am.r, 

dont nous venons de nous servir, nous nous bornerons à établir 
l'une d'elles, la même méthode s'appliquant aux autres, et c'est 
la dernière que nous choisirons, les précédentes se trouvant 
dans les i^anc^rtwenfa, car ellessetirentde l'équation (5)page86, 
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en y changeant pour la première x en- — x el pour la se- 
conde </ en — q. 
A cet effet, soit pour un instant, comme p. 38i, 

<i{x)=i-e'^; 
l'expression qu'il s'agit de démontrer égale à 

cos am X -'r i sin am x, 
prendra celte forme . 

i-jx 

e""^ o{—x-\-iYJ)o{x-^?>iK')o{ — x-\-5iY^') ... 
(ï.(^ + iK')9( — ^-r-3/K')^(;«;H-5/K') .. . ' 

d'où l'on voit qu'on la ramènera déjà à avoir [x) pour déno- 
minateur en muliiplianl les deux termes par 

Ao(— ^■ + /K')cp(^+3/K')o(-x-i-5ik')..., 

A désignant une constante. Faisons donc 

i-nx 

.^(^) = Ae-^ ^^ — x-{-iYJ)f[x-^ZiYJ)f{ — x-\-SiK').. ., 
on aura évidemment 

•^{x-^ aK) = — ■ <I> [x), 
et en second lieu 



•i>[x -^^i\i')=z^{x)q^ 



<^\x-\--6i)\:) 



= <ï>(x)e ^ 

Or on satisfait de la manière la plus générale par des fonctions 
entières aux deux conditions: 



/ <l>(jt:4- 2K) = — <]'(^) 



-~(x + 2.K') 
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en prenant 

4>(^) = ai(^)-t-C,H,(a:), 

de sorte qu'on peut poser 



l 7ZX 

JzK 



({)(:r + iK')<6( — X -j-3iK')o{x — 5/K').. . 

CH(:r)4-C,H,(^) , .^ . 

= ^ — - — -, — ; — - = Acosam^ ■+■ iB smamx, 

@{x) 

en désignant par A et B des constantes, qu'on déterminera par 
une hypothèse particulière. Soit par exemple .r = o et ^ =^ K, 
on obtiendra immédiatement A= i, B= i, ce qui démontre 
notre formule. 

A cette occasion je remarquerai que la manière la plus gé- 
nérale de satisfaire par des fonctions entières aux conditions 



<l>{x-r-^K) = ^{x) 
^l>(x-^/liK')=z^{x)e ^ 



^^(.rH-4(K') 



qui comprennent les précédentes, est de prendre avec quatre 
constantes arbitraires 

*{^)=: A0(^)-HBH(^)-f-C0, (.r) -^- DH,(.r). 

Celte expression qu'on voit à priori être solution, par les 
relations de la page 894, est effectivement la plus générale, 
car en supposant 

ou plutôt 

m- mÎTzx 

la seconde de ces conditions conduira à poser 

(lin + i ^^^ ^m> 

ce qui ne laisse bien subsister que quatre constantes arbitraires 
dans l'expression de *(^). 
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II. — Des séries précédentes ordonnées suivant les puissances 

de q. 

Ces développements se sont offerts d'eux-mêmes dans re 
qui précède ; ainsi, avant d'effectuer la sommation des progres- 
sions géométriques, a-t-on obtenu par exemple : 

/rK . 2K^ . I- , 

— sin am = sm ^ v'</ ( i -r- 7 -[- a' H- . . . ) 

-h sin Z X \l q' {i-\- q^ -\- q" -^ ...) 

4- sin 5a: s/q'i^-^']' +9'M-...) 



= sin A' V \(j-^"-^' 



-hsin5x^s/q'^'""'^'' 
ou bien, sous la forme d'une somme double, 



/rK . 2K^ 

— smam 

27r 



K^ V^ . , . \i f2'/.-hi)(2m-i-i) 

= > sm(2[^-hi)\ry~^ • ^^ 

Faisons donc 

(2p. + l)(2W-l-l) = M, 

M représentera tous les nombres impairs, et le coefficient d'un 
terme quelconque V*^, dans la série, sera la somme de toutes 
les quantités sin(2p + i)^, où 2^ + 1 est un diviseur de M. 
El comme tout diviseur d'un nombre impair est lui-même 
impair, on pourra écrire plus simplement, en désignant par p 
un diviseur de M , 



9 ■77 T ^" ^^ 
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D'une manière toute semblable on obtiendra 

M— I /x — I 

— cosam =X( — " yT y,[ — '0 " cospt.r. 

A l'égard de Aam x, si l'on désigne par N = a'' M un nombre 
entier quelconque, a"-' étant la puissance la plus élevée du 
facteur 2 qu'il contienne, de sorte que M soit impair, on aura 

M— I //— r 

— Aam = yH->( — i) - ^^>. (— i) cosa-'^'y.^, 

OÙ p. représente comme précédemment tout diviseur de nom- 
bre impair M. Il est impossible de ne pas être frappé du carac- 
tère arithmétique de ces expressions : 



^ sin iix, 



^{—^) "" cosfx.r, 

tj. — I 
V( — i) '^ cosa-'"'"'^^, 

elles offrent un exemple Aes Jonctions numériques qui ont été 
le sujet des belles recherches de M. Liouville, et la manière si 
simple dont elles sont amenées par la théorie des fonctions 
elliptiques peut aisément faire présumer le rôle de cette 
théorie dans l'élude des propriétés des nombres. 

III. — Vérification des équations différentielles 
fondamentales. 

Désignons par m et ni' tous les nombres impairs positifs et 
négatifs, par la lettre n tous les nombres entiers pairs et im- 
pairs; en posant : 

^^ 1 — q"' 

^ i-hq""' 
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on aura 



17 


sin am 


■iKx 


u, 


kK 

— ( 


cos am 


■îKx 

■K 


V, 


K iKa: „, 

— A am = W. 





Cela posé, aux équations 

. d sin am^ 
dx 

d cosamx 



dx 

c^Aam.r 
dx 



= cosamr Aam^ , 
= — sin am x A am x , 



= — /, = sinam:rcosamar, 



correspondenl celles-ci : 
d\J 



dx 

dx 

dW ..... 

-j—= 2iUV, 

dx 



que nous nous proposons de vérifier. 
Considérons pour cela les produits 



vw = 2r7 



f, 1 g(m'+2n) ix 



uw = yA 



{i-q'"){i-hq"') 

■l-m' 

2 fi{m+m')iz 






7^)' 
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ei observons qu'on a identiquement 

7 ' q~^ 



(i4-5"'')(H-ç-«) 1 _ g"''+^« y I -f. ^"Z i-^q^"; 



m-\--in m+ln 



m+m' m+m' 

( I — î'" ) ( I 4- î'"' } I -+- q-"^"''. \ i — q'" i 4- q'"' J ' 
En posant 

m' -h 2 /i := M', 

m H- m' = 2N, 

de sorte que M et M' soient des nombres impairs, et N un 
entier quelconque, on pourra écrire : 



uw = y ix_^_ ( î y 

-^ I -f- (/^' \ I — ^/"' 1 4- a"-"" / 



^" \ I — q" 1 -r-(/ 

N-m \ 



Uy __ V* V *^ / ' y \ 

-^ I + </'■'' \ I — 7'" I -^q-^-'") ' 

Ces expressions étant comparées respectivement à —' — ■> 

dx dx 

^ W . . , 

-^ — 5 on reconnaît qu il suffit pour démontrer les relations 

différentielles d'établir qu'on a, en supprimant les accents : 






.M- 



-^ \ I — 0'" I -f 0"-" 



£!: 

9'" I + q 



r 



,2X- 



.^ V I — a'" • -^ ^•-•^-'' 



i^ACROw, Cale, diff., Il, 3 
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Le procédé à suivre pour cela étant le même dans les trois 
équations, nous considérerons pour (ixer les idées la première. 
Distinguons à cet effet les valeurs positives des valeurs néga- 
tives du nombre m; les premières conduisent à l'expression 



qu'en supposant M positif, nous écrirons 



2(t 

d'après les identités 



I -+- q'" I -t- q'" 



i-f-^""'" i-i-fy"'"'" 

Les secondes, en mettant — «i à la place de m, à celle-ci : 



<r 



de sorte qu'il reste la quantité suivante 

Mais à partir de m = a^M -|- i, tous les termes de la première 
somme sont donnés par la seconde en signes contraires, et 
disparaissent. Ainsi il ne subsiste plus qu'une série finie 

m=2.M— i 



^^ I 



que nous décomposerons comme il suit, en isolant le terme 
moyen, savoir : 



,m-M , __ ^,m-M 






f.m-,1 2 ^mi \-^q" 

n- M 



Q I 

Or en remplaçant — ^ ^^_^^ par ^j::^, lapremiere somme 
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est 



I I 

1 1 


T 


H-(/= i-hq' ' 


• i-i-q" 



et ces divers termes, respectivement ajoutés à ceux de la se- 
conde, savoir : 



9' , ^^* ^ 4. 



,M-l 



i-h(J- 1 + 7' iH-^y"-' 

donneront autant de fois l'unité qu'il y a de termes, c'est-ti- 

, . Aï — I . . , , 1 i- • I . . 

dire ; joignant a cela la Iraction - qui correspond 

au terme du milieu, il vient en deiinitive — i = — ? 

222 

ce qui est bien le résultat auquel il fallait parvenir. Enfin si 

l'on suppose M négatif, on observera que l'expression que 

nous avons considérée change de signe avec M, de sorte que 



-^i 


I 


^M-„. 


)=-^f 


I 


^y-"-"' 


^\ 


I -{-(/"• 


I -h q'^-'" 


/ -^ \ 


n-r 


I + r/-''- 



En effet, sii'on met dans le premier membre m + M au lieu 
de ni, on obtiendra identiquement le terme général de la série 
du second membre. 

Après avoir ainsi montré par un exemple important de quelle 
manière les nouveaux développements peuvent, comme ceux 
qui ont servi de base à la théorie, conduire aux propriétés 
fondamentales des fonctions elliptiques, nous allons présenter 
sous un point de vue plus général la comparaison entre les 
deux modes d'expressions, en donnant sous forme de série 
périodique simple une fonction uniforme quelconque à dou- 
ble période. 

IV. — Développement en série de sinus et de cosinus 
d'une fonction doublement périodique. 

Nommons F (z) la fonction proposée, a el b ses périodes; 
voici en premier lieu comment nous définirons les limites de 
la variable, entre lesquelles sera successivement représentée 
cette fonction, par un développement en série de sinus et de 
cosinus qui mettra en évidence, par exemple, la période a. 

3i. 
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Observons à cet effet que l'expression 
z^=at -i- bu, 

en supposant réels t et u, peut représenter toute qu;imiié 
imaginaire, et que s'il s'agit d'obtenir toutes les valeurs que 
peut prendre F (z), il suffira, eu égard à la double périodicité, 
d'attribuer h t el u toutes les valeurs réelles comprises entr(; 
zéro el l'unité. Nous appliquerons cette remarque aux ra- 
cines <; de l'équation , . =o dont dépendent les limitations 

que nous avons en vue, et en suivant l'ordre croissant depuis 
zéro à l'unité des valeurs de u, nous les désignerons par 
Ç,, Çj, . . ., 'Cj, de sorte que ç, corresponde a u= Ui. Cela posé, 
soit u,- une quantité comprise entre ui et «,+,(*), les limites ex- 
clues, l'expression 

F(a/ + /»y,) 

ne pourra devenir infinie pour aucune valeur réelle de t, <i 
donnera lieu par suite au développement 

convergent quelle que soit cette variable. Par conséquent, si 
les quantités Ç, sont en nombre fini et égal à u., l'ensemble 
des \L séries suivantes : 



2^ 



( - ) g'imi t: t 



2 A' 



m ' 

représentera F(3) pour z^^at-r-bu, t étant quelconque, 



(") La quaiililé y, pourra être supposée comprise non-seulement entre u, fei 
xéro, mais encore eiilre zéro et la valeur négative de u la plus petite, abstrac- 
tion faite du sifîiie. 
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H moindre que l'unité, mais toutefois en excluant les quan- 
tités 

at -h bux , 

at -h bii-i. 



at -I- bu„ , 



Et si l'on reproduit périodiquement les mêmes séries, en fai- 
sant croître u depuis l'unité jusqu'à l'infini, et décroître de- 
puis zéro jusqu'à l'infini négatif, on aura embrassé toute l'éten- 
due des valeurs imaginaires de l'argument et obtenu, sauf les 
restrictions indiquées, une représentation complète de la 
fonction. Ceci bien compris, nous allons donner la détermi- 
nation des quantités Am- 

Pour cela, nous emploierons la proposition fondamentale 
du calcul des résidus, exprimée par l'équation 



/ 



f(3)f/^::^^2/rA, 



OÙ le premier membre représente l'intégrale d'une fonction 
uniforme f (2), prise le long d'un contour fermé quelconque, 
et A la somme des résidus de f(i) pour toutes les valeurs de 
la variable, qui correspondent à des points renfermés dans ce 
contour. Cette proposition de M. Cauchy, appliquée au cas où 
le contour est un parallélogramme ayant pour aflixes de ses 
sommets les quantités 

P + ((, 
p -\- a-h b, 
p-+-b, 

et pour équations de ses côtés ces relations où la variable 
croît de zéro à l'unité, savoir : 

z = p -\- at , 

z= p-\- a-\- bt, 

z = p -h b-\- a [i ~ t)y 

z=p + b[j — t], . 
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donnera 



— ^' f {[p-^b-^a[i-t)]dt—b r'f[iv-f-6(i — /)] 



= 2 / 77 A , 

OU plus simplement 



(0 



" f i[p-r-at)dt-^b j({p-]-a-Y-bt]dt 

t, o t^O 

— a f {{p-\-h^-at)dt — b j {{p -r^ bt)dt —-ii^ X. 



D'ailleurs et d'après la signification précédemment indi- 
quée, A représentera la somme des résidus de i{z) pour toutes 

les racines l de l'équation — — :=:o, dont les valeurs peuvent 

être représentées par la formule 

ç = p n- at -h bu , 

en supposant t et u compris entre zéro et l'unité. Cela posé, 
l'équation 

donnant 

nous appliquerons la relation (i) en faisant 
p=ibv,. 







f(^-) = F(z) 


e 


-2mi:T 


s — h•J^ 




a 


Comme 


on a 


évidemment 












iiz+a) = 


■H 


'). 








i{z-i-b) = 


H 


z)r 


- ■2.111 
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en posant, ainsi que plus haut , 



h 

iiz- 



le premier membre de l'équation se réduira à 

Ouanl au second, c'est-à-dire à la somme des résidus de la 
l'onction 

Y[z)e « , 

pour r= ç, , ?:,..., Ç^, nous supposerons pour simplifier que 

ces quantités soient des racines simples de l'équation =—-:== o; 

1< (s) 

alors en désignant par R, la limite de £F(i;,-i- s) pour £ = o, on 

trouvera immédiatement 






On en conclut le développement clierché de la fonction V{z) 
pour zz=^ at-\- 6ui sous cette forme 



F(i;) = consH-— ^ 
a 






^y'- — ^3r-+R/ 



e 



4-] 



2m — (■^~?y.) I 



où nous ajoutons une constante arbitraire, en supprimant dans 
chaque somme le terme qui correspond à m = o. Pour ce cas 
effectivement l'équation 

ne peut, comme on le voit, déterminer A^^, et donne seu- 
lement A — o, c'est-à-dire 



48o 
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Mais, avant d'aller plus loin, faisons de suite une application 
de la fornnule générale que nous venons d'obtenir en suppo- 
sant F {z}= sinam^. Soit alors 

a=i4K, 
6 = 2iK', 



on aura 



Ri = lim e sin am ( iK' -+- s) = -r'> 



K' 



= s/qy 



et par suite 



smam2= — r-^l > > 4-consi 



?7r -^ ' 



jn^-Jz—iK') 
I — q— 


m 

-2- 


2 K ^ 

I — ry— J 


l-z 


Fi-r 


— I V"! -+- ronst 



-T 



On voit qu'on peut ne conserver que les valeurs impaires de 
m, de sorte qu'en supposant nulle la constante, on trouvera 
immédiatement 

sin am = > e"" " " • — - — » 



c'est-à-dire pour le second membre la série désignée par U, 

P-47Ï- 
Revenons aux considérations générales, et surtout à la 

comparaison des deux développements qui correspondent à 
2= «f-h 6u, et « = rt/ + iuj. Les résidus dans le premier cas 
se rapportent aux valeurs Ç,, Ç2, • • ■ , ?„ ; or en passant à l'inter- 
valle suivant, défini par la relation z=^at-\-hMi, on sera con- 
duit à la série t-,, Ç3,. . ., ç,^, Ç, + 6, et comme les résidus de 
F(z) relatifs à i;,, ç, -h 6 seront les mêmes, les deux développe- 
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menls seront, avec l'expression des termes constants, 



2 '«—(2—?,) 



Jo a ^ I — q 



3mi^(2-Ç,) 



a — < I — q-'" 



f 



•2 m -^ ( Z — Ç J 



-R=y^ — 

a ^^ I — 



q-'"' 

Ce sont donc les termes constants que nous avons à compa- 
rer. Nous nous servirons pour cela de l'équation déjà em- 
ployée, en y remplaçant la période h par une quantité arbi- 
traire p, savoir : 

n i Y{p-^-at)dt-\-fj j F{p -+- a-h ^t)dt 

«/o «^ o 

Jo 

Si nous supposons pz^^b^^ q\ p-{-<^ = bv2, a se réduira au seul 
résidu de T{z) qui correspond à 2 = ?,, et l'on aura immé- 
diatement, en divisant par a, la relation 



c/O 



r F[at-\-bv,)dt— C' Fia 
*Jo «/o 



^-l-6u.Uf= — R.. 
a 



Nous pouvons donc ramener les deux développements à ne 
contenir absolument que les mêmes éléments analytiques, de 
sorte que, le premier étant 

2m — (z — ?,) ^ 2m — (2— Ç,) 

ch — R.x 1 — -R.y - — h.... 

a ^" I q— 2'" a *^ j q-2m 

^"^ f y \ 



^~ a H- ^ I 
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Le so.cond, en réunissant les termes en R,, s'écrira ainsi: 









q-î" 






'.m — [z — Ç,) 

e 

-f-. . . , 



Do là se lire vnie conséquence importante et qui justifiera ce 
([uc nous avons annoncé plus haut, sur le rôle de la fonction 
de seconde espèce. 

Remarquons, en effet, que les diverses séries affectées des 
fadeurs R,, R,, etc., proviennent de ce seul développemeiil : 



2; 



I — q--" 



en y remplaçant 2 par 2 — ;:,, z — 'C-^, etc., et ^ — Ç, — ^ dans 
le second cas. Or, en m( 
pement prend la forme 



le second cas. Or, en mettant -s au lieu de :;, ce dévelop- 



■îm 



-^ I — q--"^ 

qui nous rappelle immédiatement une expression analytique 
bien connue. Soit, en effet, « = 2K, b^='2iK', d'où <i. = q, 
on aura 

o'{z) /-■^^-'"e ^^ "V Ç" • 'w^z 

e{z] ~K^ ~i — q-""" ~ K -^„. i — q^'" ^^" K 

I 

Nous i)Ourron3, par conséquent, écrire pour z = at -{- ftv, 
> ' '6(: — £,) '©(z — i;,)^ 
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ei pour :: = al -\- b^j, 

C'est en ce moment que se manifeste toute l'importance de la 
propriété caractéristique de la fonction de seconde espèce re- 
lativement à la double périodicité. Effectivement les relations 

Z (^ -h 9. i'K' ) = Z (x j -4- 2 iy, 
équivalent à celles-ci : 

0'(:r-f-2K) &'{x) 



q{x -\-iK) &{x)' 

@'{x—-2.iYJ) _ &'{x) 

0~( X — ii K' ) ~ 0(^) K 



- 1 



d'où l'on voit que l'on peut ramener à une seule les deux 

formules de développement, par l'introduction de la transccii- 

. , &'{z — ç, — 'xiK') in ,, . . 

dante, puisque la quantité — -, :^r-r^ — -tt- se réduit ;i 

' * ^ 0(3 ?, llW) K 

@' {z — t, ) 

De là résulte une relation analytique générale subsistant 
dans toute l'étendue des valeurs de l'argument, et dont la 
forme définitive, en passant de F (2 — /K') à F(2), s'obtiendra 
comme il suit. Rappelons d'abord que l'on a 

— '-j^ {■2X-\riK') 

©{x + i\sJ) = i^{x)e -1^ , 

d'où, en prenant les dérivées logarithmiques des deux mem- 
bres, 

©'[x-^ili.') _ \\'{x) in 
Ç>{x-^iïi.')~ \i[x) 2K' 
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Il s'ensuit qu'en menant zH-i'K' à la place de z, on ob- 
tiendra 

F{z)-C + R.j^^^_.^^^--R..g_-^^-.-... + R,,jj^^_^^_^^ 

_i^(R.+ R,+ ...+ R,^), 

et plus simplement, puisque la somme des résidus est nulle, 

F(.)=C+R,g?^-H+R»''-^-!^...+ B "''-'->) 



Dans le cas enfin où t, au lieu d'être une racine simple de l'é- 
quation =- — - z= o, serait racine multiple d'ordre n, ce qui don- 
nerait lieu à la relation 

le seul terme R ^ ; devrait être remplacé dans la for- 

W{z — <;} 

mule par l'ensemble 

H(z-0 - dz\\\{z-(,)\ ' •• 

V \V{z—X,) -\ , (— i)"-A d^ VW[z-V[\ 

LH(2 — i;)J~^i.2.../i — I dz Lh(^ — <;)]' 



(— i)"-='B ^-^ f H'(s— ç)-] , (— i)''-' A f/'' 

I.2.../i — 2 d. 



V. — Proposition de M. Lioiwille. 

Nous fonderons la démonstration sur la formule précédente, 
en y supposant 

*(z) étant une fonction doublement périodique uniforme dont 
les périodes seront, comme plus haut, 2K et 2/K'. Alors les 
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racines i comprendront les solutions des équations 

I 



4.(2: 



o. 



Nous désignerons les premières par ç et les secondes par ^\ 
en admettant toujours qu'elles soient représentées par la for- 
mule 

p-hiKt -+- liK'u, 

t el u restant compris entre zéro et l'unité. A l'égard des ré- 
sidus de _ S on sait qu'ils sont égaux a H- i ou a — i sui- 
vant qu'ils se rapportent aux quantités ^ ou ç', et comme leur 
somme est nulle, on est amené à la conséquence remarquable 
que ces quantités <; et ç' sont précisément en même nombre, 
Cela posé, et en désignant ce nombre par ji, on aura 

*'(-)_C : ir(5-i;.) , li'{z--ç.) , , ll'iz-c„) 



l'{z)~ H(2 — ?,) }i{z—-ç,) ' H(z — ■?„) 

_ H^(^— ^'■) _ ^'{^-—'Q _ _ w(^—'<„) 

n{z--^,) U{z--c\) ••• H(2-i:;„/ 

d'où l'on lire, en désignant par A une constante arbitraire, 

,„,., . x. H(z-?,)H(;-g.)...H(z-?.) 
*'''=•*" U(.-ï,)H(.-î;)...li(.-C)' 

expression qui doit avoir les quantités 2K et liK' pour pé- 
riodes. 
Or en faisant usage des relations 

H(a7 + 2K)=: — H(^), 

et représentant la somme des racines 'ç, par 2?, la somme des 
racines Ç' par 1^', on trouvera 



<I'(2 + 2iK') = >l)(2)e 
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de sorte qu'il faut poser 

o/k'c-h't^s:- -,-2:' 
e ^ ^ =x, 

et ces conditions donnent, en désignant par a et ;3 des nombres 
entiers arbitraires, 

et en second lieu 

On observera combien est digne de remarque celte relation 
dont la découverte appartient à M. Liouvillc, entre les racines 
des équations 

/ 4) ( 2 ) = o , 
I 



*(z) 



o; 



quant aux nombres entiers a et [i qui y figurent, j'ajouterai 
seulement qu'ils se rattachent immédiatement à la fonc- 
tion <i> (2) elle-même par l'équation 

Voici maintenant les conséquences qui en résultent. Ayant 

H(z-i-2!:) = H(2-M';'-f-2aK-f-2p/K'), 
on en tire 

/'t 

— 1— (,53-i- 3-/K') 

ce qu'on peut écrire ainsi: 



Remplaçant donc le facteur exponentiel e =e '^ qui 



'TT 
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figure dans l'expression de * ( 5 ), par ce rapport de fonctions H, 
cl posant 

il viendra 



*(5)=a 



H{z — '^,)U{z--ç'..)...n{z^i-Q': 



Or on reconnaît au numérateur et au dénominateur de <i'{z) 
les expressions que nous avons déjà employées en démontrant 
le théorème d'Abel sur l'addition des arguments. Si le nombre/i 
est impair par exemple, l'expression 

H(z-<:,)H(r— ?,)••• H(5 + iJ;) 



0"+' ( Z ) 

est celle qui a été considérée page 43o, et qui s'exprime ainsi 

y(3) = F(a-)-+-^.rF.(^-), 

F ( :r ) et F, ( X ) désignant des polynômes de degré —_ — et 

et.r pouvant être pris égal à sinam^, cosam:;, ou Aamii. Dans 
le cas de n pair, elle coïncide avec la fonction désignée page 43 r , 
parcpi(a:), et l'on a alors, en désignant par F(;r)et f(.r) deux 

polynômes entiers enx respectivement des degrés - et ? 

Miz-Q}l{z—-ç,)...li{z-+-rc) 
@"+'{z) 

T-/ • , V c^sinamz „, . , 
= smam2i'(sm*ams)H -j^ f(sm'amc). 

On voit donc que<i>(2) est donné par le quotient de deux ex- 
pressions de cette nature, et c'est précisément dans la réduc- 
tion de la fonction doublement périodique à sin amz et à sa dé- 
rivée que consiste la proposition que nous avons en vue d'é- 
tablir. 

La démonstration que nous venons de donner, reposant 
en entier sur l'expression générale d'une fonction doublement 
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périodique F(^), que nous avons précédemment obtenue. 



savoir : 



nous indiquerons encore un moyen d'y parvenir innnédiate- 
ment, en parlant de l'équation 

a l {[p-hat)dt-\-h i i' {p-r-a — bt)(lt 

Jo «, f) 

J-» l' > 1 

f {[p-^b-\-al)dt — b i [{p-i-bi}dl = 7.in^. 

haut a= iK 

i{z) = Y{z) 



Soit comme plus haut a=^iK, b= 2.iK', et prenons 

Par la déiinition seule de la fonciion II (^), on a 

Wjz-^iK) _ R'iz} 
H(2 -^ 2K}~ H (2)' 

W[z — 'iiK') _ _ H'Jz ) ?V 
HU — 2«K')~ H(2)"^K' 

et il en résulte 

{{z-i-^iK') = i{z)-h'-^r{z), 
de sorte que l'équation précédente se réduit à 



r F(/>+2Ko dt=—i. 



Or les divers résidus qui entrent dans A, se rapportent d'une 
part à z = !:, , Çj,. . . ç,^, et de l'autre à z = x; les premiers, 
s'ils correspondent, comme nous l'avons supposé, à des racines 
simples, donnent pour somme 
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et le résidu relatif à z:=x, racine simple de H (^ — z)=o, 
sera évidemment — V[^)- L'expression de A qui suit de là 
donne immédiatement la relation 

X> ]!' l-r — ^l) 

\i(x—Q ■"n{x--ç ) 

J'ajouterai encore une remarque sur cette formule que 
j'écrirai, pour abréger, comme il suit : 

^^^ iï(x — C) 

En employant le théorème relatif à l'addition des arguments 
dans la fonction de seconde espèce (*), on trouvera aisément 
la relation 

H'f.r — -c) \ï'(x) ii'(n 

-r- \- = -rr7 — r rr^ - — colang aniJf A am.r 

i\[x — ç) ii{x) tl;i:) ° 

sin am.r 



sinam î; si 11 a m [x — 'Ç) 

d'où résulte en substituant dans l'expression de F [x], et ayant 
égard à la condition 

I R = o , 

celte nouvelle formule 

H'(?) V Rsinamx 



^ ' ^ HO -^smamCsni 



) -^i^ sin am î; sin am (x — 'C)' 



(*) C'est la quantité — — ^ qui entre dans Z(x), mais on peut !ui substit 

il'W . „ ., , , . . . i H(x) 

Uicr -„---» a laide de la relation sin amx ^ -^ --J— f , qui donne, en nreuu:! 
H ,x) ^i^ {x) 



les dérivées logaiitlimiques des deux membres, 
H'U) e'{T) 



., ^ „, ^ — cotanf; am X AanaJ:. 
H [x) (x) 



Lacroix, Cale, diff., II 
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OU bien 

^ , , isr< K sin am^ 

^ .^i^ siii arn (;sin am (x — ci) 

C'est donc encore la réduction de la fonction à double période 
à sinamx et à sa dérivée; mais la méthode plus rapide qui 
nous y conduit ne donne pas, comme la précédente, la relation 
importante, et que nous avons dû tenir à ne pas omettre, 
savoir: 

rç — l'C = 9. [y.K -{- ^ iK' ). 

Cette nouvelle formule résulte d'ailleurs immédiatement de 
la seule condition 

comme nous allons encore le faire voir. 
Considérez en effet la fonction 



sin am :: sin am [x — z ) 



efont les périodes seront 2 K et 2? K'. La somme de ses résidus 
comprendra d'une part ceux qui se rapportent aux racines Ç 
de l'équation 



c'est-à-dire 



R 



^•^ sin am !;sin am(^ — Z) 

et puis les résidus relatifs aux deux équations 
sin aniî = o, 

sin am [x — z) = o. 

Or dans l'intervalle des périodes 2K et 2/K', on n'aura d'autres 
racines que z =: o, z = x, auxquelles correspondront les ré- 
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Ffo) F(x) 

sidus -: — ^ — —•> r— — ; on a par conséquent 

smanior sinam^ 



1 



R F(o) Ff^) 



sinamÇsinam (^ — <;) sinatu^- siiiaui^- 

d'où 

^ Rsinam^ 

r I r" 1 =:= r ( o ) -t— ^ • 

^' ' '^ slnnm'Csinamix- — c,) 

D'une manière toute semblable on trouvera relativement à 
a une fonction ^ {^v), satisfaisant aux conditions 

l'expression très-simple 



^(^)--y- 



sui aiii i Jc — c \ 



où figurent seulement les racines 'ç qui sont renfermées dans 
l'intervalle 2K et niK', et exprimées par la formule 

t et u étant moindres que l'unité. 

Nous nous arrêterons à ce point dans cette Note, pensant ainsi 
avoir à peu près complètement esquissé l'ensemble des no- 
tions élém.entaires de la théorie des fonctions elliptiques qui 
précède l'étude de la transformation. 
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